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MATEMATICAS PARA EL 5° CURSO DE LA E.B.A.

INTRODUCCION

1.- MI EXPERIENCIA PROFESIONAL

Desde el afio 1978, he estado trabajando en la ensefanza publica, fundamentalmente, en los
cursos del Ciclo Superior (6°, 7° y 8° de la EGB) impartiendo las areas de Matematicas y
Ciencias Naturales, entre otras.

En el afio 1983 comienzo a trabajar en el Colegio Publico de El Molar (Madrid). En este
Centro permanezco 12 afios. Durante estos afios soy tutor e imparto las Matematicas de 4
promociones completas de alumnos (empiezo en 6° y continio con ellos en 7° y 8° para
volver a la siguiente promociéon de alumnos de 6° ...). Esta experiencia laboral va
acompaiiada de trabajos de reflexion sobre los procesos de ensefianza-aprendizaje en forma
de seminarios, cursillos, grupos de trabajo, proyectos de innovacion ...

En el afio 1995 se implanta la ESO en este Centro y, como consecuencia, desaparecen del
mismo los alumnos de edades a los que habia dedicado casi toda mi vida profesional. El
siguiente curso empiezo a trabajar en otro Centro con alumnos muy distintos: Es el Centro
de Educacion de Personas Adultas de Colmenar Viejo en el que continiio mi trabajo. Es
decir, llevo en este Centro 7 cursos, con un paréntesis provisional de un curso, en el que
trabajé en otro Centro de Educacion de Adultos.

En este Centro de Colmenar Viejo he impartido, entre otras, el area de Matematicas. A la
vez, he participado en grupos de trabajo de elaboracion del P.C.C. y de Materiales
Curriculares que me han ayudado a la confeccion del trabajo que ahora presento pero que,
casi en su totalidad, ya ha sido utilizado como material curricular por los alumnos de los
cursos 1997/98 y 1999/00 de las aulas de Colmenar Viejo y Tres Cantos de 1° y 2° de
ESPA (Educacion Secundaria de Personas Adultas) que empieza a implantarse en mi
centro el mismo curso 1997/98. El curso 1998/99 soy destinado a otro Centro de Educacion
de Adultos. Los materiales por mi elaborados son utilizados por el profesor que es enviado
para sustituirme.

El curso 1999/00 he vuelto a retomar estos materiales realizando las modificaciones y
ampliaciones que he considerado oportunas. Al finalizar el curso debo manifestar que los
materiales han respondido muy bien a las necesidades formativas planteadas por los
alumnos y a las mias, en todo lo referente a la elaboracion de materiales y a la preparacion
de las clases.

A finales del curso 2001/02 retomo los materiales realizando alguna modificacion para
adaptarlos a la nueva organizacion de la Ensefianza Basica de Personas Adultas, como
ahora se llama esta modalidad educativa. Los materiales que componen este trabajo se
insertan en el curso 5° de la EBA dentro del Tramo III que, a su vez, esta formado por dos
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afios: 5° y 6° al final de los cuales, el alumno obtiene el Graduado en Educacion
Secundaria.

2.- JUSTIFICACION DE LA ELECCION DE LOS CONTENIDOS.

La primera pregunta que debemos hacernos al abordar un nuevo grupo de alumnos de
cualquier curso de Educacion de Personas Adultas es ¢ qué ensefiar?
La respuesta viene condicionada por los siguientes hechos:
- Grupo de personas adultas (no nifos).
- Heterogeneidad en cuanto a edades.
- Gran heterogeneidad en conocimientos previos.
- Procedencias muy diversas: Educacién de adultos, fracaso escolar, no
escolarizacion afios anteriores, ...
- Experiencia numérica previa derivada de la propia experiencia vital.
- Tiempo disponible muy limitado.
- Caracter practico o utilitario de los estudios.
- Necesidad de homogeneizar e integrar al grupo rapidamente.
- Capacidad de mantener la atencidon y concentraciéon muy superior a la de
los nifos.

Estos hechos me han llevado a lo largo de estos 5 afios a elegir los contenidos
“conceptuales” que ahora presento, es decir, LOS NUMEROS Y LAS OPERACIONES
para la primera mitad del afio escolar.

Son contenidos ciertamente abstractos y, por tanto, se hace esta opcion electiva a pesar de
conocer sus limitaciones y condicionantes. Quiero decir que, estando a favor de los
procesos individualizados e inductivos del aprendizaje de las Matematicas, procesos que he
intentado poner en marcha con los chicos; en el caso de los adultos, he optado por los
procesos casi contrarios. El porqué de esta opcion viene dado por las caracteristicas de la
mente adulta en general y de los grupos de Educacién de Adultos en particular.
Caracteristicas que acabo de enumerar sucintamente.

Esta eleccion lleva a realizar un trabajo tedrico desconectado, aparentemente, de las
situaciones problematicas de la vida real.

A pesar de lo dicho, soy partidario de no olvidar que los niimeros, las operaciones, la
matematica, ... surge de la vida, de la experiencia practica concreta y no al revés. Lo que
diferencia determinadas practicas didacticas bastante extendidas en colegios e institutos,
que trabajan las matematicas desde una filosofia deductiva, no inductiva.

A titulo de ilustracion de lo que quiero decir: Durante el curso 90/91 participé en un
proyecto financiado por el M.E.C. y la Comunidad de Madrid de elaboracion y puesta en
practica de materiales curriculares conjuntamente con el profesor de Matematicas del C. P.
de Guadalix de la Sierra para todo un afo escolar y para los cursos de 6°y 7° de EGB. Los
principios metodologicos se basaban en:

- Procesos individualizados de induccidn: De lo concreto a lo abstracto.

- Aprendizaje por descubrimiento.

- Profesor como guia de estos procesos individualizados.

Angel Ricardo Puente Pérez 4



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

Que, como se observa facilmente, son bastante lejanos a la opcion que se hace para el
aprendizaje en el 5° de la EBA, al menos en estas 5 unidades en las que se trabaja los
nimeros y las operaciones.

Como complemento a esta eleccion de contenidos he incluido S actividades de estrategia.
Estas actividades estin encaminadas al desarrollo de las capacidades individuales de
pensamiento. Se quiere motivar al alumno (primero al profesor), con un reto intelectual que
le lleve a procesos de razonamiento individualizados y diferenciados de los demas alumnos
de la clase.

Este tipo de actividades son complejas en su metodologia: Muchos alumnos (también
profesores), se sienten desconcertados y, es posible, que si no tenemos una especial
sensibilidad, provoquen el efecto contrario al deseado: El bloqueo y el rechazo. Es por ello
que el profesor deberd extremar el cuidado en el como, cuando, de qué manera presenta
estas actividades y, sobre todo, ser consciente de que van producirse tantas respuestas
individualizadas como alumnos hay en la clase. Por otro lado se trata precisamente de esto.
Probablemente muchas respuestas nos sorprenderan y también determinados bloqueos
exagerados. El profesor debe ser muy respetuoso con todo el alumnado, especialmente con
aquellos que se bloquean y rechazan estas actividades (verdaderas generadoras de procesos
de pensamiento matematico), para no frustrar al alumno que, como no es obligatorio, igual
abandona definitivamente el aula de adultos.

3.- OBJETIVOS

- Conseguir que los alumnos desarrollen una actitud positiva hacia los
nimeros y los conocimientos de naturaleza numérica.

- Conseguir un aceptable dominio en el uso de los diferentes tipos de
nimeros, sus operaciones, asi como ser consciente de la aproximacion
como una caracteristica operacional y de medida que depende de la
situacion concreta.

- Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y
la identificacion y resolucion de problemas con modos propios de la
actividad matematica, tales como la exploracion sistematica de
alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el
punto de vista o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

4.- CONTENIDOS CONCEPTUALES

- Significado y uso de los niimeros naturales, enteros, fraccionarios y
decimales.

- Significado y uso de la suma, resta, multiplicaciéon y divisién, en
distintos contextos, con numeros naturales, enteros, decimales y
fraccionarios.

- Aproximacion de un niimero por otro mas sencillo.

- Divisibilidad: Multiplo, divisor, multiplos comunes, divisores comunes,
maximo comun divisor, minimo comun multiplo.
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Significado y uso de las potencias de exponente entero. Raiz cuadrada y
de otro exponente natural (introduccion).

S.- CONTENIDOS PROCEDIMENTALES

Interpretacion y utilizacion de los nimeros en diferentes contextos
eligiendo la notacion mas adecuada para cada caso.

Identificacion de los nimeros enteros como puntos de la recta numérica.
Empleo de métodos personales para estimar cantidades y realizar
calculos mentales.

Utilizacion de las operaciones de suma resta, multiplicacion y division
con numeros enteros, decimales y fracciones sencillas.

Célculo de multiplos y divisores de numeros.

Utilizacion de diferentes procedimientos para efectuar calculos de la
manera mas sencilla.

Aproximacion por defecto y por exceso de los nimeros en la resolucion
de operaciones.

Utilizacion de métodos de analisis-sintesis para resolver problemas.
Utilizacion de la calculadora para realizar célculos numéricos y decidir
sobre su uso.

6.- CONTENIDOS ACTITUDINALES

7.- UNIDADES

Actitud positiva hacia los nimeros y los conocimientos de naturaleza
numérica y conciencia de su utilidad para expresar distintas situaciones.
Incorporacion del lenguaje numérico, del célculo y de la estimacion a la
forma de proceder habitual.

Reconocimiento y valoracion critica de la utilidad de la calculadora para
la realizacion de calculos e investigaciones numeéricas.

Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas y realizar
calculos y estimaciones.

Sensibilidad y gusto por la presentacion ordenada y clara del proceso
seguido y de los resultados obtenidos en problemas y célculos.
Predisposicion positiva a planificar el desarrollo de un trabajo
esencialmente ordenado.

Curiosidad y respeto hacia las ideas y soluciones aportadas por otros.
Disposicion e iniciativa personal para organizar y participar
solidariamente en tareas de equipo.

Unidad 1: Los Numeros Naturales. Operaciones.
Unidad 2: Multiplos y Divisores en N

Unidad 3: Los Nameros Enteros

Unidad 4: Los Numeros Racionales.

Unidad 5: De los Nimeros Racionales a los Decimales
5 actividades de estrategia.
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8.- TEMPORALIZACION

Estas unidades estan pensadas para la primera mitad del curso (de octubre a finales de
enero), que cuenta, aproximadamente, con 14 semanas.

Por la experiencia que ya tengo, el tiempo viene un poco justo, es decir, es posible que la
ultima unidad ocupe un poco del mes de febrero, si queremos desarrollar los temas en toda
su extension. Aunque, l6gicamente, todo depende de cada uno de los grupos concretos, sus
capacidades, niveles iniciales, ...

Practicamente el primer cuatrimestre se puede dividir en 14 semanas.

Cada semana cuenta con 5 periodos lectivos de % de hora cada uno. Lo que completa un
total de 70 periodos lectivos (52 %2 horas) para todo el cuatrimestre. De acuerdo con la
duracién y dificultad de cada unidad se puede distribuir el tiempo de la siguiente forma.

Las 5 actividades de estrategia, con sus correspondientes actividades de desarrollo y
explotacioén pueden programarse una por cada unidad.

Octubre Noviembre Diciembre Enero
122131451670 8|9 |10} 11"} 12*]|13*| 14°
Unidad 1 Unidad 2 Unidad 3 Unidad 4 Unidad 5
Actividad Actividad Actividad Actividad Actividad
n° 1 n°2 n°3 n° 4 n°5

9.- ORIENTACIONES METODOLOGICAS.

Antes de organizar los grupos de alumnos en un Centro de Educacion de Personas Adultas,
hay que pasarles lo que se denomina la V.I.A. (Valoracién Inicial del Alumno). Con el
resultado de esta prueba y valorando la edad, la trayectoria escolar y los intereses del
alumno, se le coloca en uno u otro grupo.

Al comienzo de cada unidad se pasa la Prueba de Conocimientos Previos. Esta prueba
tiene como objetivos:
- Valorar los conocimientos individuales de cada uno de los alumnos sobre
ese tema concreto.
- Despertar dudas sobre alguno de los aspectos que se va a ver en la
unidad.
- Motivar las ganas de resolver las dudas y confirmar (o no), alguna de las
respuestas que los alumnos han dado a alguna de las preguntas.

Cada uno de estos tests iniciales se articula en 10 preguntas que han sido elegidas

procurando que respondiesen a aspectos esenciales de la unidad con implicaciones practicas
o de la vida cotidiana.

Angel Ricardo Puente Pérez 7



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

Esta prueba, una vez realizada, se recoge por el profesor, que se la debe leer de forma
inmediata pero que no la corrige para entregarla a los alumnos hasta que no se llega al final
de la unidad. De esta manera mantenemos la curiosidad sobre determinadas dudas que le
han podido surgir al alumno.

Una vez realizada la prueba ya se comienza a ver la Unidad.

El método para su desarrollo es el tipico de lectura, interpretacion-explicacion y ejercicios.

No se han incluido muchas actividades a lo largo de las unidades. Se deja al profesor su
disefio. Las actividades concretas deben ajustarse al grupo de alumnos, sus capacidades, sus
intereses y motivaciones, la actualidad, ...

Al finalizar la unidad se entrega la Prueba de Conocimientos Previos bien corregida
(pero sin valoracion numérica o de otro tipo) o bien, esto es lo que yo hacia, le entregaba,
fotocopiada por la parte de atras la solucion. De todas formas, si ha ido bien, el alumno
ahora podria ¢él solo, corregir sus propios posibles errores. Lo que, 16gicamente, seria mas
interesante.

Con esta actividad el alumno es consciente de los avances que ha realizado desde que
comenzo la unidad hasta ese momento.

Posteriormente se realiza la Prueba de Evaluacion.

10.- EVALUACION,

Esta prueba medira la consecuciéon o no de los objetivos propuestos a principio de la
unidad. Este control se evalia ya con todos los rigores de un examen pero teniendo
sensibilidad, especialmente a principios de curso, con las caracteristicas individuales de
cada alumno, procurando eliminar la competitividad entre ellos, asi como creando un
ambiente de colaboracion y ayuda mutua.
En la valoracion de los resultados de esta Prueba de Evaluacion se tendra en cuenta:

- El éxito obtenido.

- El punto de partida del que se salia.

- Las capacidades individuales del alumno concreto.
Este tipo de actividades o “examenes” generan una gran tension entre el alumnado (o
determinados sectores de alumnos), es por ello que en la primera unidad no propongo esta
prueba. Las demads unidades si la tienen.
Es de sefialar que el grupo de alumnos de adultos, que se forma casi en su totalidad con
personas nuevas cada afo, cambia sustancialmente desde principio de curso a, mas o
menos, diciembre. En estos primeros meses el grupo se consolida, pierde miedos, se va
habituando a la forma y métodos escolares, ... Por citar otro ejemplo significativo: El pavor
a salir a la pizarra y estar delante de la mirada de los demés compafieros. Este miedo o
pavor, y otros muchos, no se produce en los alumnos que provienen del fracaso escolar.

11.- OTRAS ACTIVIDADES PROPUESTAS

Algunas unidades tienen algin complemento que puede ser trabajado o no, en funciéon de
los intereses del grupo. De todas formas hay que observar que los contenidos minimos son
muy extensos y no va a sobrar demasiado tiempo.
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En la primera unidad, por ejemplo, se ha incorporado el algoritmo para la resolucién de
una raiz cuadrada. A mi personalmente me parece irrelevante que el alumno sea capaz o
no de resolver una raiz cuadrada empleando este procedimiento clasico. En cambio,
insistentemente cada nuevo grupo y afio solicita su revision. Por eso lo he incluido. De
todas formas, después del esfuerzo que les cuesta, lo olvidaran al cabo de poco tiempo. A
mi juicio es mucho mas interesante el proceso de aproximaciones sucesivas: He incluido
una actividad con un desarrollo didéactico de este procedimiento. Este proceso no se olvida
y, aunque lento, es eficaz. O bien, la utilizacién de la calculadora. Objetivo que pretendo
conseguir desde el primer dia de clase y que es dificil con determinados alumnos.

Las Actividades de Estrategia deben trabajarse con las indicaciones que ya se han dado.
Insistir en que son actividades sumamente importantes, que el profesor debe dejar a los
alumnos el placer del descubrimiento de las soluciones y que son de caracter absolutamente
abierto. Nos interesa provocar procesos individualizados de busqueda de soluciones no
tanto como el encuentro mismo de la solucidn.

12.- BIBLIOGRAFIA.

“Documentacion Basica sobre la implantacion de la Educacion
Secundaria para Personas Adultas” M.E.C. 1995.

- “De 12 a 16 un proyecto de curriculum de Matematicas” Grupo Cero
Mestral Libros. Valencia 1987.

- “Pensar matematicamente” John Mason y otros. M.E.C.- Labor.
Barcelona 1989.

- “Cajon de sastre matematico” y otros libros de Mariano Mataix. Editorial
Marcombo. Barcelona 1981, 1986 y 1988.

- “Investigando las Matematicas” Robert Fisher y Alan Vince. Libros 1 a
4. Akal. Madrid 1990.
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Alumno/a: Fecha:

UNIDAD 1 CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- Si en el Lenguaje se trabaja con letras, en el area de Matematicas se trabaja con ...

2.- La Puerta de Alcald fue mandada construir por el rey Carlos III en el ano MDCCLXXVIII
(Sabes “traducir” el “apellido” del rey Carlos y el afio en que la puerta fue construida?

3.- ;{Qué error, muy frecuente en los medios de comunicacion, contiene la frase: “... ha ganado la
bonita cifra de 1250 000 ptas.”?

4.- Los relojes sin saetas, es decir, aquellos que indican la hora por medio de cifras, ;jsabes qué
nombre reciben?, jpor qué?

5.- Imaginate que solo sabes contar hasta diez ;Serias capaz de contar el nimero de cruces que hay
aqui?

6.- ;Conoces algun numero que no sea natural? Pon varios ejemplos.

7.- {Cuantas operaciones aritméticas conoces? Escribe su nombre.

8.- (Sabes resolver esta operacion?

2 =

9.- /Y esta otra?

2/25 =

10.- (Porqué 3 x4 =127
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MATE MATICAS
5“CURSO EDUCACION BASICA DE PERSONAS ADULTAS
UNIDAD DIDACTICA 1

LOS NUMEROS NATURALES. OPERACIONES

0.- INTRODUCCION 13
1.- SISTEMA DE NUMERACION ARABE 13
2.- NUMERACION EN OTRAS BASES 16
3.- LOS NUMEROS NATURALES 18
4.- OPERACIONES EN N 19
4.1.- SUMA 19
4.2.- RESTA 19
4.3.- MULTIPLICACION 20
4.4.- DIVISION 20
4.5.- POTENCIA 22
4.6.- RAIZ 24
5.- RELACION ENTRE LAS OPERACIONES 25
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0.- INTRODUCCION

Las Matematicas trabajan, fundamentalmente, con nimeros.
Los nimeros representan cantidades.
Para “escribir” los nimeros contamos con los simbolos numéricos o cifras.

Estos simbolos numéricos se escriben siguiendo determinadas reglas.
Simbolos y reglas de escritura constituyen un Sistema de Numeracion.

Conocemos dos sistemas de numeracion:

El ROMANO cuyas cifras son

I \'% X L C D M

El ARABIGO que, en realidad, fue inventado por los hindues aunque introducido en
occidente por los arabes. Sus cifras son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
El sistema de numeracion romano apenas se emplea en Matematicas puesto que el sistema
arabe es infinitamente mas eficaz.

La eficacia del sistema arabigo frente al romano se basa en:
1.- El sistema arabe inventd una cifra para la “no cantidad”, es decir, el cero. El
sistema romano carece de esta cifra.

2.- El sistema arabe estd basado en la agrupacion de diez en diez. Es un sistema
decimal. La agrupacion de diez en diez no es arbitraria, se fundamenta en el hecho de tener
exactamente estos dedos en las manos. Dedos con los que aprendemos a contar y todavia,
muchas veces, nos sacan de “algun apuro”.

1.- SISTEMA DE NUMERACION ARABE

Como ya se ha dicho, las cifras (digitos o guarismos) son diez y constituyen las primeras
cantidades. (Compararlo con el sistema romano. Las cifras romanas no constituyen las
primeras cantidades ordenadas).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Para contar “uno més” ya no tenemos cifras. Entonces hacemos un paquete:

X X X X X X X X X X
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Ahora contamos los objetos sueltos, por un lado: Cero: 0
Y los paquetes por otro: Uno: 1

Y colocamos la segunda cifra (la de los paquetes) a la izquierda de los objetos que nos han
quedado sin agrupar: 10

] X
0

Asi haremos sucesivamente.

Seria conveniente hacer ejercicios para comprobar que se entiende perfectamente el
mecanismo de la formacion de nimeros de dos cifras.

¢ Qué ocurre cuando el numero de paquetes supera la cantidad de nueve?
Entonces los paquetes seran agrupados de diez en diez en “paquetes de paquetes”.

Ahora la cantidad sera un numero de tres cifras: A la derecha escribiremos la cifra
correspondiente a los objetos que han quedado sin agrupar. A su izquierda la cifra de los
paquetes que han quedado sin agrupar y, a la izquierda de ella, la cifra correspondiente a
los “paquetes de paquetes” que hubiera.

Ejemplo:

SNSRI R
SNSRI R

== === [ = [==] [==
S IR R IEE I EEIEE
S IR B IEE I EEIEE
S IR R IEE I EEIEE
S IR R IEE I EEIEE
o == =] [= =] == [=<=] ==
S IEIIERIEE R EREE
IR IEEEEREE
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Numero de objetos sueltos: 8
Numero de paquetes sueltos: 3

Numero de paquetes de paquetes: 1

[ O] [ X

Y asi sucesivamente.

Asi, podriamos contar cualquier cantidad por grande que fuese, conociendo unicamente
las cantidades hasta diez.

Decimos que este sistema de numeracion es posicional. Es decir, una cifra tiene un valor u
otro dependiendo de la posicion que ocupe en el numero. (Comparar con el sistema de

numeracion romano).

La cifra situada a la derecha nos indica el nimero de objetos que ha quedado sin agrupar o
Unidades.

A la izquierda los paquetes de diez que han quedado sueltos: Decenas.
A su izquierda los paquetes de diez paquetes (10 x 10 = 100): Centenas.

A su izquierda los paquetes de diez paquetes de diez paquetes (10 x 10 x 10 = 1.000):
Millares o unidades de millar.

Nombre de las distintas posiciones:

Unidad
Decena
Centena

Unidad de millar
Decena de millar
Centena de millar

Unidad de millon

Decena de millon
Centena de millon
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Unidad de millar de millon
Decena de millar de millon
Centena de millar de millon

Unidad de billén (millon de millones)
Decena de billon

Actualmente las cantidades muy grandes no se suelen expresar en el sistema tradicional.
Esto hace innecesario aprender méas alla del billon. El sistema usado para las cantidades
grandes es la utilizacion de potencias.

Por ejemplo, el nimero de atomos contenidos en un mol de un elemento quimico es de,
aproximadamente:

6-10%

Si tuviéramos que escribir este nimero en el sistema clasico seria:

600.000 ,000.000,000.000,000.000

Y su lectura seria: Seiscientos mil trillones.

Un trillon es un millon de billones.

2.- NUMERACION EN OTRAS BASES

Sin pretender hacer un trabajo profundo, vamos a aproximarnos a la idea de numeracion en
otras bases distintas de la base diez.

2.1.- BASE CINCO: Supongamos que el ser humano hubiese contado con los dedos de
una sola mano o hubiéramos nacido con una Unica extremidad superior. ;Qué hubiera
ocurrido con el sistema de numeracion? Pues que uno mds que cuatro ya formaria un
paquete y, por tanto, una unidad de orden superior.

En otras palabras uno mas que cuatro seria 10.

Veamos:

0

1 X

2 XX

3 XXX
4 XXXX

10
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Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

11
12
13
14
20
21
22
23
24
30
31
32
33
34

40

41

42

43

44

100

Con los nimeros en base cinco se pueden realizar exactamente las mismas operaciones que

X

(OO0 XX
XXXXX] XXX

XXXXX[XXXX

XXX XX]|[KXXXX

X X XXX

XXXXX

XXXX

XXXXX

XX XXX

X
XX
XXX

[ XXX XX|XXXXX | XXXX

[XXXXX|KXXXX|[XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XX XXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

X

XX
XXX
XXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XX XXX

XXXXX

XX

XXX

XXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXX

en la base decimal.
Y asi podriamos establecer otras bases de numeracion.

2.2.-BASE BINARIA: Es aquella que dispone unicamente de dos cifras el 0 y el 1, porque

uno mas que uno ya forma un paquete.

Los primeros numeros serian:
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Base decimal Base binaria
0

1

10
11
100
101
110
111
1000
1001
0 1010

— (O [0|Q| NN | [W(IN(—O

Esta base es muy importante en el desarrollo de las maquinas de operar. Las calculadoras
trabajan con estas dos cifras: El 0 corresponde al circuito cerrado (pasa corriente) y el 1 al
circuito abierto (no pasa corriente). Nosotros le suministramos datos numéricos en base
diez. La maquina traduce los datos a base dos, realiza los calculos en esa base y, después,
vuelve a traducir el resultado a base decimal.

3.- LOS NUMEROS NATURALES

Los primeros niimeros que aparecen son los que ‘“sirven para contar”. Se denominan

Naturales y se representan con la letra N
Forman un conjunto (grupo de objetos o elementos) y se representan asi:

N=1{012 3 4 56 7 8 9 10, 11, 12, .. }

Los puntos suspensivos indican que los nimeros naturales “no se acaban nunca”, que no
existe el nimero natural mayor que todos los demas. Que dado un niimero natural por muy
grande que sea siempre encontramos otro mayor.

También se suelen representar en la denominada semirrecta de los niimeros naturales.
Se dibuja una semirrecta (un punto es el origen), se elige una medida arbitraria que se lleva
a la derecha infinitamente:

A veces, se representan en los denominados diagramas de Venn:
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4.- OPERACIONES ARITMETICAS

Operar dos numeros es siempre encontrar un tercero.

Las operaciones aritméticas basicas son:
4.1.- SUMAR
Es unir dos cantidades para formar una tercera.
3+ 4 =7 Tres mds cuatro es igual a siete.

a + b = ¢ a y b sonlos sumandos
¢ es el resultado de la suma

Al sumar dos nimeros naturales cualesquiera siempre se obtiene otro nimero natural.

La suma es conmutativa. Es decir, da lo mismo sumar un primer nimero con un segundo
que el segundo sumando con el primero. Se escribe:

a + b = Db + a

El 0 es el elemento neutro de la suma. Es decir, al sumar cualquier nimero natural con el
cero, el resultado es ese mismo niamero natural.

4.2.- RESTAR

Es quitar a la primera cantidad, la segunda.

7 -1 =6 Siete menos uno es igual a seis
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a — b = ¢ a es el minuendo
b es el sustraendo
¢ es la diferencia
Al restar dos numeros naturales no siempre se obtiene otro numero natural.
1 - 5 =72

No hay ningun numero natural que sea la solucioén de esta operacion.

La resta no es conmutativa. En general ocurre:

a — b = b - a

4.3.- MULTIPLICAR

Es resolver una suma con tantos sumandos iguales al primer nimero como indique el
segundo.

3 x 4 =3 +3+3+3 =12 Tres por cuatro es igual a doce

El simbolo de la multiplicacién también es un punto:

a b = c a y b sonlos factores
¢ es el producto

Al multiplicar dos nimeros naturales siempre se obtiene otro numero natural.

La multiplicacion es conmutativa. Se cumple que

a b =Db - a

para cualesquiera niimeros naturales.

El 1 es el elemento neutro de la multiplicacion. Es decir, al multiplicar a un niimero natural
por 1, el resultado no varia.

a -1 = a

4.4.- DIVIDIR

Dividir un niimero natural entre otro, es repartir el primero en tantas partes iguales como
indique el segundo.
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6 : 2 =3 Seis dividido entre dos es igual a tres
Seis dividido por dos es igual a tres

a : b = ¢ a es el dividendo
b es el divisor

¢ es el cociente

Al dividir un nimero natural por otro numero natural, no siempre se obtiene un tercer
numero natural. Por ejemplo:

9 : 2 =7
En este caso no decimos que no se puede resolver la division. Decimos que la division no
es exacta. El resultado exacto es un nimero no natural (decimal o fraccionario como
veremos mas adelante).

De momento podemos resolver la division por aproximacion.

Resolver una division de numeros naturales por aproximacion es encontrar el nimero
natural que mas se aproxime al cociente exacto de esa division.

La aproximacion puede ser:

Por defecto: Cuando el nimero natural es menor que la solucion exacta.
Por exceso: Cuando el nlimero natural es mayor que la solucion exacta.

Existe un simbolo para indicar que la solucion no es exacta. Es éste:

9 : 2

Q

4 (Solucioén por defecto)

9 : 2

Q

5 (Solucidn por exceso)

Tradicionalmente en las escuelas se ha ensefiado la aproximacion por defecto. Mas bien, la
operacion no se indicaba y se dejaba asi:

9 2
1 4

Indicando que 9 repartido en dos partes iguales es igual a cuatro y que nos sobra 1 (resto
igual a 1).

Al trabajar la divisiéon de esta forma no se hace suficiente hincapié en que operar dos

numeros es siempre encontrar (o intentar encontrar) un tercero. Asi es muy importante
indicar siempre la operacion sustituyendo el signo = por el signo = cuando el resultado
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exacto no se haya podido encontrar por las circunstancias que sean (se desconocen los
numeros correspondientes o bien la solucidon exacta no es adecuada al problema concreto ).

Veamos un ejemplo en que conviene realizar una aproximacion por exceso:

El precio de una excursion en autocar es de 50 000 ptas. a pagar entre las 4]
personas que han hecho este viaje. ;Cuanto deben aportar cada uno de los viajeros?

50000 : 41 =
50 000 41
090 1219
080
390
21

Hacemos una aproximacion por exceso:

50000 : 41 = 1220 ptas.

Es importante observar como en este caso concreto, el resultado exacto (que
trabajaremos mas adelante), no es adecuado al tratarse de ptas., pues no existen
monedas fraccionarias de la peseta.

Nota: En el momento de revisar este ejercicio ya la peseta ha pasado a la historia.
Se deja, de todas formas, el ejemplo por ser significativo de lo que se pretende
explicar

Hay una division que no se puede hacer ni tiene solucion en ningiin campo numérico. Es la
division de cualquier nimero natural entre cero. Es lo que se llama un absurdo
matematico.

8 : 0 = No se puede hacer

Si pensamos en el significado de esta operacion nos daremos cuenta del sinsentido: Repartir
ocho objetos en cero partes iguales (?).

La division no es conmutativa. En general:

a : b #Db: a

4.5.- POTENCIACION
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Es la multiplicacion de un nimero por si mismo un determinado niamero de veces.

22 =2-2=4 Dos al cuadrado es cuatro

2 =2-2-2=28 Dos al cubo es igual a ocho

22 =2-2-2-2=16 Dos a la cuarta es igual a dieciséis

23 2-2-2-2-2=32  Dosala quinta es igual a treinta y dos
También se puede leer:

Dos elevado a la dos Dos elevado al cuadrado

Dos elevado a la tres Dos elevado al cubo

Dos elevado a la cuarta
Dos elevado a la quinta
Etc.

a" = m a esla base
n es el exponente
m e¢s la potencia o resultado
Al realizar una potencia de nimeros naturales siempre se obtiene un nimero natural.

POTENCIAS ESPECIALES

- La potencia de exponente uno.
Parece claro que si

43 = 4-4-4
42 = 4 -4
entonces sea:
41 = 4

En general:
al = a

Observa que ya no se ajusta a la definicion de potencia (ya no hay multiplicacién).

- La potencia de exponente cero.
Es mas dificil de entender. En principio, es un absurdo matematico parecido
al conocido de dividir por cero. Pero los matematicos acordaron que esas
potencias podian ser consideradas y trabajar con ellas haciendo su resultado

igual a 1.
30 =1
4% = 1
50 =1
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En general:

Si te interesa el porqué de este resultado:

Cuando se trabaja con potencias, aparece una operacion que es la division de potencias de
la misma base. Por ejemplo:

25022 =32 : 4 =38

Pero también se puede hacer de esta otra forma simplificando los factores iguales:

2-2-2-2-2
2% 22 = =2 =38
2.2
En general se obtiene esta formula:

a" : am = at-m

Si aplicamos esta formula cuando los dos exponentes son iguales se obtiene ese “absurdo
matematico” que resuelto de la otra forma sale igual a 1.

22 .22 =8 :8 =1
23 . 23 = 20

Asi, para que esta formula siga funcionando, también en este caso: 2° = 1

4.6.- RADICACION

Es la operacion inversa de la potenciacion.
f6=4=4=16
La raiz cuadrada de 16 es 4 porque 4 al cuadrado es 16

Y =2=2"=8
La raiz cubica de 8 es 2 porque 2 al cubo es 8
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Wm =a

m e¢s el radicando
n es el indice de la raiz
a es la raiz

La radicacién es una operacion complicada.

De hecho, la tinica que debemos aprender a resolver es la raiz cuadrada.

Aunque, en caso de apuro, podemos resolverla por aproximaciones sucesivas o ...
utilizando la calculadora.

El resto de las raices hay que resolverlas con la calculadora. De todas formas, inicamente
las llamadas “calculadoras cientificas” pueden resolver todo tipo de raices.

Al realizar la raiz de un numero natural, no siempre el resultado es otro niumero natural.

Cuando el resultado no es un nimero natural, se procede, como en la division, por
aproximacion:

/6 ~2
36 ~3

(aproximacion por defecto)

(aproximacion por exceso)

5.- RELACION ENTRE LAS OPERACIONES ARITMETICAS

SUMA RESTA
MULTIPLICACION DIVISION
POTENCIACION RADICACION

Cada una de las operaciones de la derecha, es la inversa de cada una de las operaciones de
la izquierda:

- Laresta es la operacion inversa de la suma.
“"Lo que la suma hace la resta lo deshace”

3+ 4 =7 7 - 4 =3

- La division es la operacion inversa de la multiplicacion.
“Lo que la multiplicacidn hace, la divisidn lo deshace”

5 -6 = 30 30 : 6 =5

- Laraiz es la operacion inversa de la potencia.
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“Lo que la potencia hace, la raiz lo deshace”
4° =64 V64 =4
“En vertical” las operaciones de la izquierda se relacionan asi:

- Sumar varias veces es multiplicar.

- Multiplicar varias veces es hacer una potencia.

Angel Ricardo Puente Pérez
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ACTIVIDADES UNIDAD 1. LOS NUMEROS NATURALES. OPERACIONES

1.- Utilizando la agrupacion de diez en diez, cuenta el nimero de cruces que hay aqui:

X X X
X X X

X X X

X X X Resultado:

Cruces sueltas:
Grupos sueltos:

Grupos de grupos:

U] X

KX XK XX XX XX
X XX XX XX XX
R R XX XX XX
HKX XX XX XX XX XX
b T T e B I T i B e

RKOXX XX XX XX XX
MK XX XK XX XX
ORI X XX XX XX XX
MK XK XK XX X XX
REOXRX XX XX XX XX XX

2.- Se podrian hacer muchos maés ejercicios de este tipo para acabar concluyendo que:

a) (Podriamos contar sin conocer mas alla del diez? SI NO

b) (Podriamos realizar las operaciones aritméticas
con esta misma limitacion?, es decir sin conocer

9% <¢

las palabras “once”, “doce”, “trece”, ... SI NO

Intercambia opiniones con tus compafieros para llegar a una respuesta tnica.

3.- Escribe la palabra correspondiente a cada clase:

- Objetos sueltos................

- Grupos de diez sueltos....

- Grupos de grupos de diez
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4.- Practica la lectura de las siguientes cantidades y transforma las mismas en producto por
una potencia de diez como en el ejemplo:

3.654.000=3,654-10°
25.432=2.5432-10*
42.000.000.000=4,2-10"

300 =

2.500.000 =

14.000.000.000.000 =

2.564.000 =

Nota: El sistema inglés de notacion de los miles
y decimal es justo lo contrario del utilizado,
hasta ahora, por nosotros: Los puntos
representan el paso a los decimales y las comas
la posicion de los miles, millones, ...

Este sistema se estd imponiendo. (Ver
calculadoras).

5.- Escribe cinco cantidades de la vida ordinaria que no se puedan expresar con nimeros

naturales:

6.- Vamos a ver si eres capaz de encontrar el nimero decimal correspondiente al 22 en
base 3. Puedes hacerlo con otro compaiiero.
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7.- Escribe dos restas que no tengan solucion en el campo de los numeros naturales.

8.- Resuelve las siguientes divisiones por aproximacion por defecto. Puedes emplear la
calculadora:

2345 : 76

Q

451675 : 54 =

9.- Copia las mismas divisiones y resuélvelas esta vez por aproximacion por exceso.

10.- Invéntate 10 potencias de exponentes y bases variadas. Resuélvelas y después escribe
la raiz correspondiente a cada una de ellas. Si tienes calculadora cientifica comprueba el
resultado de la potencia y de la raiz.
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PROCESO PARA RESOLVER UNA RAIZ CUADRADA.

Como hemos dicho en clase lo mas importante para resolver una raiz cuadrada es el
concepto, saber lo que significa.
El proceso para averiguar una raiz concreta puede ser variado:

- Técnicas de aproximaciones sucesivas

- Calculadora

- El proceso que vamos a explicar a continuacion:

Raiz cuadrada de un numero de tres o cuatro cifras.

1.- Separamos las cifras del numero en grupos de dos empezando por las unidades.

37432 =

En este caso: 74.32
El niimero se ha quedado dividido en dos grupos. Esto quiere decir que la solucion entera
va a tener dos cifras.

2.- Ahora se empieza por la izquierda, buscando una cifra que al elevarla al cuadrado dé 74
o lo mas cerca posible: En este caso es 8

o

3.- El 8 se eleva al cuadrado y se resta del grupo 74

74.32 8
64

10

4.- Bajamos el grupo siguiente separando la tltima cifra

\ 74.32 8
_64

103.2

5.- El niimero obtenido como cifra de la solucion lo multiplicamos por dos. Se puede hacer
de cabeza pero mejor lo escribimos asi:

V74.32 8
64 8:2=16

103.2

6.- E1 numero que ha quedado después de restar y bajar el siguiente grupo sin la Gltima
cifra se divide por el que acabamos de obtener al multiplicar por 2 y se escribe la cifra
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entera del resultado (si el resultado fuese 10 o mayor de diez escribiriamos 9 que es lo
maximo que se puede poner)

\/74.32
64

103.2

8
8-2=16
103:16=6

7.- Se ha obtenido 6 por aproximacion por defecto. Esta cifra obtenida se sube al resultado
de arriba colocéndola detras. En este caso se forma el naimero 16

\/ 74.32
64

103.2

8

8- 2=166)

103:16=6

8.- Ahora se multiplica la cifra obtenida al dividir por el nimero de arriba:

\/ 74.32
64

103.2

8
8- 2=166)
103:16=6

996

9.- Se comprueba si el nimero que acabamos de obtener se puede restar del nimero que ha
quedado a la izquierda (en este caso el 1032). Como se puede restar, la cifra obtenida se
sube al espacio de la solucidon. Si no se pudiese restar, se escribiria una unidad menos y se
repetirian los pasos 7.- y 8.-

\/74.32
64

103.2

86
8-2=16(6)
103:16=6

996

10.- Finalmente hacemos la resta:

\/ 74.32
64

103.2
996
036

86
8-2=16(6)
103:16=6

996

11.- La solucién no ha salido exacta. Podriamos obtener una cifra decimal. De momento,
escribimos la solucion:

/7432 ~ 86
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El significado del resto es que si multiplicamos 86 por si mismo obtenemos un ntimero al
que le faltan 36 unidades para ser el nimero propuesto.

Efectivamente:

862 = 7396

7396 + 36 = 7432

Recordar que aunque en este proceso el resultado obtenido es 86, al no ser exacto, podemos
escribir también la aproximacion por exceso:

7432 ~ 87

Raiz cuadrada de un numero de cinco o seis cifras.

En este caso la solucion entera sera un numero de tres cifras.
1.- Empezamos igual separando, desde las unidades en grupos de dos cifras:

126580 =

En este caso: 2.65.80

2.- Buscamos un numero que al elevarlo al cuadrado salga el resultado de la izquierda. En
este caso, como es 2, obtenemos 1

2.65.80

1

3.- Elevamos al cuadrado la cifra obtenida y restamos

\

2.65.80
1

1

1

4.- Bajamos el grupo siguiente separando la tltima cifra

\

2.65.80
1
16.5

1

5.- El ntimero obtenido como cifra de la solucion lo multiplicamos por dos:

\

2.65.80
1

16.5
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6.- El nimero que ha quedado después de restar y bajar el siguiente grupo sin la ultima
cifra se divide por el que acabamos de obtener al multiplicar por dos y se escribe la cifra
entera del resultado:

V 2.65.80
1

16.5

1-2=2

16:2=28

7.- Subimos la cifra que acabamos de obtener detras del doble anterior obteniendo 2

2.65.80 1
1 1-2=28)
16.5 16:2=8

8.- Se multiplica el 8 por el 28

2.65.80 1
1 1-2=28)
16.5 16:2=8

224
9.- Comprobamos si el nimero obtenido se puede restar del de la izquierda.
En este caso no. Asi repetimos el proceso desde el paso 6.- cambiando el resultado de la
divisién , que era ocho, por una unidad menos, es decir, 7

V 2.65.80
1

16.5

— | —
[\
I
N

—_

6:2=17
89

10.- Vemos si se puede restar ya.: Todavia no. Lo intentamos con una unidad menos.

2.65.80 1
1 1-2=26)

16.5 16:2=6
156

11.- Ahora ya se puede restar. Entonces subimos el 6 a la solucion

2.65.80 16
1 1-2=26)

16.5 16:2=6
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12.- Restamos:

V 2.65.80
1

16.5
156
09

16

1-2=2

16:2=6
156

13.- Bajamos el siguiente grupo separando la ultima cifra:

V 2.65.80
1

16.5
156
098.0

16
1-2=2(6)
16:2=6

156

14.- Lanzamos una recta en el lado derecho indicando que iniciamos el proceso de
busqueda de una nueva cifra. Multiplicamos lo que llevamos de solucién por dos.

2.65.80 16

1 1-2=2(6)

16.5 16:2=06

156 156
098.0 16-2=32

15.- Dividimos lo que se quedod en la izquierda sin la ultima cifra por lo que acabamos de

obtener

2.65.80 16

1 1-2=206)

16.5 16:2=6

156 156
098.0 16-2=32

98:32=3

16.- Subimos la cifra obtenida al lado del doble anterior formando el 32@ y multiplicamos

el 3porel 323

\/2.65.80
1

16.5
156
098.0
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17.- Comprobamos si se puede restar con el numero de la izquierda. Se puede. Luego la

cifra 3 se sube a la solucion

2.65.80 163
1 1-2=206)
16.5 16:2=6
156 156
098.0 16-2=3203)
98:32=3
969
18.- Se resta
2.65.80 163
1 1-2=20)
16.5 16:2=6
156 156
98.0 16 -2=323)
969 98:32=3
11 969

19.- Indicamos el resultado:

126580 ~163

163%=26569

2659 + 11 =26580
Si hacemos una aproximacion por exceso:

326580 ~ 164

Angel Ricardo Puente Pérez



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

PROCESO PARA RESOLVER UNA RAIZ CUADRADA. 2

METODO DE LAS APROXIMACIONES SUCESIVAS

Para empezar resuelve e intenta memorizar los cuadrados de los primeros numeros
naturales:

1? 22 3? 4? 52 6’ 7 8’ 92 102

112 122 132 14? 152 162 17? 182 192 20?

Haz lo mismo con los cuadrados de las primeras decenas:

102 20?2 302 40> 50° 60? 702 80? 90?2 1002

¢, En qué cifra acabara?

172 45? 110? 522 512 6932 79* 892 76* 247

.9 2D .0

Escribe tus resultados de forma ordenada...

Si el nimero acaba en ... 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Su cuadrado acaba en ...

Observa las simetrias que se producen en los resultados.

Ahora, lo escribimos al revés:

Si un namero acaba en ... 0 1 4 5 6 9

Su raiz cuadrada acaba
0 puede acabar en ...

Vamos a averiguar, por tanteo, la raiz cuadrada de un niimero que sabemos que es un
cuadrado perfecto y, por tanto, su solucién es un nimero natural.

Ejemplo:

2/3.136
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1.- El resultado es un niumero de dos cifras pues al separar en grupos de dos cifras desde las
unidades, se obtienen dos grupos: 31.36

2.- (Entre qué dos nimero se encuentra?

Entre 50 y 60 pues 50°=2.500 < 3.136

602=3.600 > 3.136

3.- Como sabemos que el resultado es exacto, la soluciéon sera o 54 6 56 pues el radicando
acaba en 6
4.- Elevamos al cuadrado los dos “candidatos”

542=2916

562=13.136

5.- Ya hemos obtenido la solucidn:

1/3.136 =56

Otro ejemplo:

1625

1.- Su solucidén es un nimero de dos cifras, pues aparecen dos grupos: 6.25
2.- Estd comprendida entre 20 y 30 pues:

20%= 400

302 =900

3.- Como acaba en 5 el unico “candidato” es el 25

4.- Lo comprobamos:
25% =625

5.- Soluciodn:

3625 =25
Otro ejemplo:
1/5.329

1.- Es un nimero de dos cifras: 53.29
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2.- Estd comprendido entre 70 y 80 pues:
702 =4.900 < 5.329
802=6.400 > 5.329

3.- Como el radicando acaba en 9 los candidatos son 73 y 77
4.- Lo compruebo:
732 =5.329

77? = ya no me interesa

5.- Solucioén:

V5.329 =73

Vamos a hacer un resumen del proceso.
Realiza, completando la tabla, las ocho raices que se proponen:

N° cifras
de la raiz:

Radicando Comprendido entre Candidatos

Solucién

3.136 dos 50 60 54y 56

56

625 dos 20 30 25

25

5.329 dos 70 80 73y 77

73

6.400

8.281

4.096

1.089

2.025

1.024

961

529

Cuando la solucion no es exacta hay que seguir el método de las aproximaciones sucesivas

Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
4.758 dos 60 70 65 4.225
65 70 67 4.489
67 70 68 4.624
68 70 69 4.761
68 69

34.758 ~ 68 (por defecto)
34.758 ~ 69 (por exceso)
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Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
3.160 dos 50 60 55 3.025
55 60 57 3.249
55 57 56 3.136
56 57

¥/3.160 ~ 56 (por defecto)
¥/3.160 =~ 57 (por exceso)

Empleando este procedimiento resuelve por aproximaciones sucesivas las raices de:
11257 [4.584 [7.658 |[700 436 1333 1908 1670 ]
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ORIENTACIONES GENERALES

1.- INTRODUCCION.

En esta primera unidad vamos a estar muy preocupados por crear un buen ambiente de
grupo y por integrar a todos sus componentes.

Es por ello que los aspectos académicos de una clase tradicional deben dejar espacio para
los de tipo humano y de dinamica de grupos.

El grupo es nuevo, de edades muy diversas, la procedencia de los mismos es también muy
diversa, muchos de los integrantes desconocen lo que significa el ambiente “clase”, ...

El profesor, sobre todo si no tiene experiencia en un aula de adultos, tiene que ser
consciente de todos estos condicionantes. El indice de abandono en las aulas de educacion
de adultos es muy alto. Nosotros podemos reducirlo siendo sensibles a las peculiaridades
individuales de los integrantes del grupo y siendo muy pacientes sobre todo las primeras
semanas.

Asi, en esta primera unidad, no se ha incluido una prueba individual que sirva para evaluar
al alumno los conocimientos adquiridos al final de la unidad y, en cambio, se ha
incorporado una serie de actividades para resolver en grupo. De esta manera, a la vez que
evaluamos al alumno y al grupo, propiciamos el intercambio de informacion y colaboracion
entre los alumnos. Todas las actividades que se realicen deben hacerse sin crear ambientes
de examen para, por otro lado, procurar que cada alumno manifieste sus conocimientos
previos, sus dudas, lagunas, capacidades, ...

2.- PRUEBA DE CONOCIMIENTOS PREVIOS.

Dicho lo anterior, al pasarles la hoja de conocimientos previos, deberemos hacerlo
explicando muy bien que no es un examen, que no va a ser valorado, ... que su unica mision
consiste en darnos una pista a nosotros, sobre lo que saben o no saben.

Por lo tanto no es demasiado importante que los alumnos no hablen entre si, que no
pregunten al profesor, que no “copien”... Nosotros deberemos estar atentos para extraer de
esta actividad la informacion que nos interesa: Averiguar hasta que punto los alumnos
saben o no saben acerca de los nimeros naturales y de las operaciones bésicas.
Logicamente, en el expediente del alumno, se encuentra la V.I.A. (Prueba de Valoracion
Inicial del Alumno), que nos da pautas sobre sus conocimientos. Esta que hacemos ahora es
mas concreta sobre el tema que vamos a trabajar.

3.- LOS NUMEROS ROMANOS.

Los alumnos mas mayores, probablemente, conoceran mejor el Sistema de Numeracion
Romano que los alumnos que provengan de fracaso escolar. Le podemos dedicar un cierto
tiempo pero siendo conscientes de que lo importante no son los nimeros romanos sino el
Sistema de Numeracion Decimal.

4.- SISTEMA DE NUMERACION ARABE.

Ser consciente de que contar es agrupar de diez en diez, supone un descubrimiento para
muchos de los alumnos. Este hecho es muy importante y deberemos dedicarle una especial
atencion.

Para reforzar la idea de agrupacion, se puede trabajar alguna otra base. En el texto se
propone la base cinco, también la binaria que es tan importante para la tecnologia actual.
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No obstante, de nuevo, lo importante es la base decimal y a ésta es a la que hay que
dedicarle los esfuerzos mas importantes.

5.- OPERACIONES

La idea de que operar es encontrar, a partir de dos nimeros, un tercero, no es tan general
como pudiera parecer.

El hecho de presentar las operaciones sin indicar muchas veces, y sin el uso de la notacion
correcta otras, es la causa de este desconocimiento.

Por lo tanto, una idea muy importante en esta unidad es la idea de la APROXIMACION.
Para ello usaremos el signo = que, probablemente, serd desconocido para muchos de
nuestros alumnos.

Junto con la idea de la aproximacién viene la idea del por defecto y por exceso. De nuevo
una idea muy novedosa y que provocara ciertos recelos en alguno de los alumnos. Sin
embargo, un concepto muy ligado con la vida cotidiana como pone de manifiesto la
actividad que se comenta en el apartado 4.4.- de la division (pagina 20).

6.- RAICES.

Es la operacion mas compleja. En primer lugar hay que dedicarle un cierto tiempo a
desterrar la idea de que las raices son las raices cuadradas. Esta confusion en el nombre de
la operacion pone de manifiesto el poco uso de las raices no cuadradas. En este momento
entra el uso de la calculadora.

7.- LA CALCULADORA.

Desde el primer momento la calculadora debe entrar en el aula. Todavia hay muchos
compaifieros que lo cuestionan. Dicen que el alumno estd aprendiendo todavia a realizar
ciertas operaciones y que el uso de la calculadora va a hacer que nunca llegue a aprender.
Efectivamente, ésta es una buena objecion. La respuesta es que ;jhasta qué punto es muy
importante que el alumno sepa el algoritmo concreto de esa operacion?

Nosotros creemos que lo importante no es el algoritmo de la operacion sino el concepto de
la operacion. Mucho mas importante que saber como se divide por nimeros de tres cifras,
es saber cudndo hay que dividir y qué significa la division. Mucho mas importante que
saber el algoritmo de la raiz cuadrada (“pesadisimo” por otro lado ;no creen?), es saber lo
que significa obtener la raiz cuadrada de un niimero. El problema es que le dedicamos tanto
esfuerzo a aprender la mecanica concreta que olvidamos el concepto de la operacion. Y,
como el tiempo es limitado y hay que elegir, es mucho més importante dedicar las energias
a trabajar los conceptos que no los mecanismos de los algoritmos concretos. Asi que la
calculadora libera el tiempo necesario para poderlo dedicar a lo realmente importante.
Porque ;quién va a hacer las divisiones correspondientes para pasar de pesetas a euros “a
mano”? Para eso estd la calculadora efectivamente. Asi que hay que aprender a usarla desde
el primer momento. Nos encontraremos con reticencias sobre todo de las personas mas
mayores. Esas reticencias vienen del hecho de que para ellas es un mundo muy lejano y
desconocido al que no se quieren enfrentar. Los jovenes, en cambio, usaran y abusaran de
ella.

Para elegir un tipo de calculadora: Una cientifica que permite trabajar potencias y raices no
cuadradas, por ejemplo, en lo que concierne a esta unidad. Es bueno que no todas las
calculadoras sean de la misma marca y tipo para poder contrastar y comparar distintos tipos
y formas de trabajar.
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8.- RELACION ENTRE LAS OPERACIONES

El cuadro que se presenta en el apartado 5.- es un buen referente al que se vuelve varias
veces. Es importante porque da una vision global de las 6 operaciones y la relacion entre
ellas.
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SOLUCIONES

ACTIVIDADES UNIDAD 1. LOS NUMEROS NATURALES. OPERACIONES

1.- Utilizando la agrupacion de diez en diez, cuenta el nimero de cruces que hay aqui:

Resultado:

Cruces sueltas: 5

Grupos sueltos: 2

DKL | | [P [P XX [ XX

T Il I Il B el I el I el B e i

T I ol I el B e B e el I B B e
RO D] [ [ ] | )R

RO D] [ [ | o] | <)
DKL | | [P [ [P XX [ XX
RO D] [ [ | o] | <)
DKL | | [P [P )X [ XX

T I ol I RSl B e B e el I e B e
T Il I Il B el I el I el B e i

X

2.- Se podrian hacer muchos maés ejercicios de este tipo para acabar concluyendo que:

a) (Podriamos contar sin conocer mas alla del diez? @ NO
b) (Podriamos realizar las operaciones aritméticas

con esta misma limitacion?, es decir sin conocer

las palabras “once”, “doce”, “trece”, ... @ NO

Intercambia opiniones con tus compaieros para llegar a una respuesta unica.

3.- Escribe la palabra correspondiente a cada clase:

- Objetos sueltos................ _Unidades _
- Grupos de diez sueltos.... _ Decenas_
- Grupos de grupos de diez _ Centenas_
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4.- Practica la lectura de las siguientes cantidades y transforma las mismas en producto por
una potencia de diez como en el ejemplo:

3.654.000 = 3,654 -10° Nota:'El sistqma inglés de ngtacién de los miles
y decimal es justo lo contrario del utilizado,

4
25.432=2,5432-10 hasta ahora, por nosotros: Los puntos

42.000.000.000 =4,2-10" representan el paso a los decimales y las comas
la posicion de los miles, millones, ...

300=3-10> Este sistema se estd imponiendo. (Ver
calculadoras).

2.500.000=2,5-10°

14.000.000.000.000 = 1,4 -10"

2.564.000 =2,564-10°

5.- Escribe cinco cantidades de la vida ordinaria que no se puedan expresar con numeros

naturales.

La tecla del ascensor para indicar el primer sétano.

El interés al que me cobra el banco un préstamo concreto.

El porcentaje de votos que ha obtenido un candidato en unas elecciones.

El resultado exacto al resolver cudnto mide el lado de una habitacion de forma cuadrada
sabiendo que su superficie es de 10 m?.

Las tartas que se ha comido Pedro sabiendo que se ha comido de la tarta partida en 8 partes
iguales, una de esas partes.

6.- Vamos a ver si eres capaz de encontrar el nimero decimal correspondiente al 22 en
base 3. Puedes hacerlo con otro compaiiero.

X X X X X =8 ( En base decimal)

X X X

7.- Escribe dos restas que no tengan solucion en el campo de los niumeros naturales.
10 — 12 =

4 - 10 =
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8.- Resuelve las siguientes divisiones por aproximacién por defecto. Puedes emplear la

calculadora:

2345 : 76 = 30

451675 : 54 ~ 8364

9.- Copia las mismas divisiones y resuélvelas esta vez por aproximacion por exceso.

2345 : 76

Q

31

451675 : 54 ~ 8365

U

10.- Invéntate 10 potencias de exponentes y bases variadas. Resuélvelas y después escribe
la raiz correspondiente a cada una de ellas. Si tienes calculadora cientifica comprueba el
resultado de la potencia y de la raiz.

$ = 4-4-4=64

2 =22.22=16

$£ = 4.4=16

5 =5.5.5.5.-5=3125
¥=33=09
3¥=133.3 =27
3$=133.3.3 = 81

3 =33-3-3-3 = 243

30 = 33.3.3:3:3 =729

3= 33-3-3:3-3-3 =
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Yod =4

N6 =2

16 =4

¥3125=5

/9 =3

Y27 =3

481=3

243 =3

8729 =3

Y2187 =3

PROCESO PARA RESOLVER UNA RAIZ CUADRADA. 2
SOLUCIONES

12 22 32 42 52 62 72 82 92 10?2
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
112 122 132 142 152 162 172 182 192 202
121 169 196 216 225 256 289 324 361 400
102 202 302 402 502 60?2 702 80?2 902 1002
100 400 900 1.600 | 2.500 | 3.600 | 4.900 | 6.400 | 8.100 | 10.000
172 452 1102 522 512 6932 792 89?2 762 242
.9 ) .0 .4 1 .9 1 1 .0 .6

Si el nimero acaba en ... 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Su cuadrado acaba en ... 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
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Si un nimero acaba en ... 0 1 4 5 6
Su raiz cuadrada acaba 0 119128 5 4|6 | 3
0 puede acabar en ...
Radicando | N° cifras Comprendido entre Candidatos Solucién
de la raiz:
3.136 dos 50 60 54y 56 56
625 dos 20 30 25 25
5.329 dos 70 80 73y 77 73
6.400 dos 80 80 80 80
8.281 dos 90 100 91y 99 91
4.096 dos 60 70 64y 66 64
1.089 dos 30 40 33y 37 33
2.025 dos 40 50 45 45
1.024 dos 30 40 32y 34 32
961 dos 30 40 31y 39 31
529 dos 20 30 23y 27 23
Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
1.257 dos 30 40 35 1.225
35 40 37 1.369
35 37 36 1.296
35 36
¥1.257 =35 (aprox. por defecto
¥1.257 =36 (aprox. por exceso)
Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
4.584 dos 60 70 65 4.225
65 70 67 4.489
67 70 68 4624
67 68

4.584 ~ 67 (aprox. por defecto
J4.584 ~ 68 (aprox. por exceso)
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Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
7.658 dos 80 90 85 7.225
85 90 87 7569
87 90 88 7.744
87 88
J7.658 ~ 87 (aprox. por defecto
J7.658 ~ 88 (aprox. por exceso)
Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
700 dos 20 30 25 625
25 30 27 729
25 27 26 676
26 27
Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
436 dos 20 30 23 529
20 23 21 441
20 21
3/436 ~ 20 (aprox. por defecto)
3/436 ~ 21 (aprox. por exceso)
Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
333 dos 10 20 18 324
18 20 19 361
18 19

Y333 =~ 18 (aprox. por defecto
/333 =~ 19 (aprox. por exceso)
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Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
908 dos 30 40 31 961
30 31
3/908 ~ 30 (aprox. por defecto)
3/908 ~ 31 (aprox. por exceso)
Radicando | N° cifras Comprendido entre Nueva Cuadrado
de la raiz: Aproximacion de la
aproximacion
670 dos 20 30 25 625
25 30 28 784
25 28 27 729
25 27 26 676
25 26

670 = 25 (aprox. por defecto)
3670 =~ 26 (aprox. por exceso)
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UNIDAD 1 SOLUCIONES CONTROL CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- Si en el Lenguaje se trabaja con letras, en el area de Matematicas se trabaja con ...
Cifras

2.- La Puerta de Alcald fue mandada construir por el rey Carlos III en el ano MDCCLXXVIII
(Sabes “traducir” el “apellido” del rey Carlos y el afio en que la puerta fue construida?

Carlos 3° En el ario 1778

3.- ;{Qué error, muy frecuente en los medios de comunicacion, contiene la frase: “... ha ganado la
bonita cifra de 1250 000 ptas.”?

Confundir cifra con numero.

4.- Los relojes sin saetas, es decir, aquellos que indican la hora por medio de cifras, ;jsabes qué
nombre reciben?, jpor qué?

Digitales. Porque digito es lo mismo que cifra.

5.- Imaginate que solo sabes contar hasta diez ;Serias capaz de contar el nimero de cruces que hay
aqui?

+ + + + + + + + + + + + +
- + - - + - + - - - - + -
24

6.- ;Conoces algiin nimero que no sea natural? Pon varios ejemplos.
L5 % -5 m V-4
7.- (Cuantas operaciones aritméticas conoces? Escribe su nombre.
Suma, resta, multiplicacion, division, potencia, raiz.
8.- (Sabes resolver esta operacion?
2 =222 =28
9.- ;Y ésta otra?
325=5

10.- ;(Porqué 3 x4 =127

Porque 3 + 3 + 3 + 3 = 12
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0
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Unidad 2

Miiltiplos y Divisores en N.

70
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95
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Alumno/a: Fecha:

UNIDAD 2 CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- En el monedero llevo s6lo monedas de 50 ptas. ;Cuanto dinero llevo sabiendo que tengo mas de
500 ptas pero menos de 600? ;Cuéantas monedas llevo?

2.- El autobtis A sale cada 10 minutos y el autobtis B cada 15. A las doce del mediodia han salido

los dos autobuses a la vez. [ A qué hora volveran a salir otra vez los dos juntos?

3.- La division de 6 entre 4 no es exacta:

ol

2 1
(Sabrias encontrar los cuatro numeros que dividen exactamente a 6? Escribelos en el circulo y haz

la division.
O O O ©)
4.- ; Tienes alguna idea sobre lo que puede ser el concepto de niimero primo?
5.- {Sabes cuando un ntimero es divisible por dos?
6.- ;Sabes qué propiedad tiene el 1 como numero divisor?
7.- {Sabes lo que significan las siglas M.C.D.?
8.- Y estas otras: m.c.m.?
9.- ;Sabes encontrar un nimero par que sea divisible por 3?

10.- ;Sabes encontrar un numero que sea divisible por 2 por 3 y por 5 a la vez?
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1.- RELACION “SER MULTIPLO DE ...”

En el conjunto de los nimeros naturales:

N=1¢0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, .. }

Establecemos la siguiente relacion: Un nimero natural a es multiplo de otro nimero
natural b, si encontramos un tercer nimero natural ¢ que multiplicado por b nos dé el
a.

Ejemplos:
8 esmultiplode 2 porque 8 =2 - 4
9 no es multiplo de 5 porque 9 =57

No hay ningtin nimero natural que multiplicado por 5 dé 9.

Una vez encontrado (o no encontrado) el tercer nimero, éste no es relevante. Lo unico
importante son los dos primeros nimeros sobre los que se establece la relacion.

Se escribe:

o2e]
Il
N e

(8 es multiplo de 2)

a=b
(a es multiplo de b)

9= 5
(9 no es multiplo de 5)

a#b
(a no es multiplo de b)

2.- CONJUNTO DE LOS MULTIPLOS DE UN NUMERO

Dado un numero natural cualquiera, podemos buscar unos cuantos multiplos de él.
Ejemplo:
Busquemos multiplos del numero 4:

84

Porque 8§ =4 - 2
El 8 es un multiplo de 4
12=4

Porque 12 =4 -3
El 12 es otro multiplo de 4
0=4

Porque 0=4-0

El 0 es otro multiplo de 4
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4=4
Porque 4 =4 -1
El 4 es multiplo de si mismo.
En realidad son multiplos de 4 todos los resultados de su tabla de multiplicar.

Si los escribimos de forma ordenada, obtenemos el Conjunto de los miultiplos de ese
numero:

4={0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, .. }

Finalizamos con ... que quiere decir que los multiplos de 4 son infinitos, que “no se
acaban nunca”, que no encontramos el multiplo de 4 mayor que todos los demas.
Los maltiplos de 3 son:

3={ 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, .. |

2.1.- CASOS ESPECIALES

Los multiplos de 0 son:
0={ 0 }
El 0 tiene un unico multiplo que es ¢l mismo.

Los multiplos de 1 son:
i={o0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, .. }

Todos los nimeros naturales son multiplos de 1.

3.- PROPIEDADES DE LOS MULTIPLOS

- El 0 es multiplo de todos los nimeros naturales.
- Todo numero es multiplo de si mismo.

4.- “SER DIVISOR DE ...”

Es la relacion inversa de “ser multiplo de ...”
Si a esmultiplode b , entonces b esdivisorde a .
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Como 8 es multiplo de 2 entonces 2 es divisor de 8

Como 9 no es multiplo de 5 entonces 5 no es divisor de 9

Se escribe:

2 | 8 (Dos es divisor de ocho)

5 /i/ 9 (Cinco no es divisor de nueve)

Esta simbologia no es tan usual como la de “‘ser multiplo de ...”
Como escribir 2 | 8 equivale a decir:

§=2

se prefiere esta segunda representacion a la primera.

En realidad, un niimero es divisor de otro cuando lo divide exactamente.

4 es divisor de 8 porque 8 4
0 2
5 no es divisor de 9 porque 9 5
4 1

5.- CONJUNTO DE LOS DIVISORES DE UN NUMERO

Dado un nimero cualquiera, podemos intentar buscar todos los numeros que son divisores
de él.

Ejemplo:
Busquemos todos los divisores de 12.

12 1 12 2 12 3 12 4 12 5 12 |6
12 6

0 0 0 4 0 3 2 2 0 2

12 7 12 8 12 9 12 10 12 11 12 12
1 1 1

5 4 1 3 1 2

Asi, los divisores de 12 son:
1; 2 3; 4; 6 ; 12

Los escribimos en forma de conjunto:
Div(12)={1, 2, 3, 4, 6, 12 }
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Se lee: Los divisores de 12 sonel 1,el2,el3,el4,el6 yel 12

En este caso no ponemos ... porque el numero de divisores es finito (tiene fin) en contra de
lo que ocurria con el nimero de multiplos.

5.1.- PROCEDIMIENTO PARA AVERIGUAR LOS DIVISORES DE UN NUMERO

Mas adelante aprenderemos otro pero, de momento, empezaremos con €ste:
Consiste en buscar las parejas de numeros que multiplicados entre si nos den el nimero
inicial.

Empezamos siempre con el 1 y vamos avanzando intentando el 2 ,el 3, ...

Caso 1: Busquemos los divisores de 16.

La primera pareja de nimeros que multiplicados dan 16 es
1-16

Seguimos con el 2

2-8

Continuamos con el 3

3-? (No funciona)

Seguimos con el 4

4-4

Ya hemos acabado. Los escribimos ordenados:

Div(16)={1,2, 4,8, 16 }

Caso 2: Busquemos los divisores de 30
1-30

2-15

3-10

4 - ? (No funciona)

5-6

Ya hemos acabado. Los escribimos ordenados:

Div(30)={1,2,3,5,6, 10, 15, 30 }
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Caso 3: Busquemos ahora los divisores de 14

—
B

(No funciona)
(No funciona)
(No funciona)
(No funciona)

AN DN B~ WN -
A R B N |

Ya hemos acabado.
Div(l14)={1,2,7, 14 }
(Cuando se acaba?

Caso 1: Cuando llegamos a una pareja formada por el mismo numero.

Caso 2: Cuando llegamos a una pareja formada por dos nimeros consecutivos.

Caso 3: Cuando llegamos a una pareja de nimeros que no son consecutivos pero
comprobamos que los numeros comprendidos entre ambos no funcionan.

6.- PROPIEDADES DE LOS DIVISORES

- El 1 es divisor de todos los naumeros naturales.
- Todo numero es divisor de si mismo.

7.- NUMERQO PRIMO

Se llama nimero primo a aquel nimero natural que solo tiene dos divisores que sonel 1y
¢l mismo.

Ejemplo: El 7
Div(7)={1, 7}

El 7 es un niimero primo porque solo tiene dos divisores que sonel 1 yel 7.

8.- NUMERO COMPUESTO

Son ntimeros compuestos todos aquellos nimeros naturales que no son primos. Es decir,
aquellos numeros naturales que tienen mas de dos divisores.

Ejemplo: El 4
Div4)={1, 2,4}
El 4 es un nimero compuesto porque tiene mas de dos divisores (tres).

Se llaman numeros compuestos porque todo numero compuesto se puede descomponer en
producto de otros dos distintos de ¢él.
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Ejemplo: 4=2-2

La palabra primo viene del latin “primero” e indica que un numero primo no se puede
“romper” en producto de otros dos més pequefios que €l.

9.-EL 1, UN PRIMO ESPECIAL

El 1 es un primo especial pues en lugar de tener dos divisores tiene un tnico divisor que es
el propio 1.

10.- PRIMEROS NUMEROS PRIMOS

Los numeros primos son muy importantes en Matematicas. Por eso, es fundamental
conocer los primeros primos y tener una lista de ellos para consultar en un momento
determinado.

Para averiguar los primeros primos comprendidos hasta el nimero 100, procederemos de la
siguiente forma:

11 (12 |13 (14 (15 |16 |17 |18 |19 |20
21 |22 |23 |24 (25 |26 |27 |28 |29 |30
31 (32 |33 |34 |35 (36 |37 |38 |39 (40
41 |42 |43 |44 |45 |46 |47 |48 |49 |50
51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58 |59 |60
61 |62 |63 |64 (65 |66 |67 |68 |69 |70
71 \72 |73 |74 |75 |76 |77 |78 |79 |80
81 |82 |83 (84 |85 |86 |87 (88 |89 |90
91 192 |93 |94 (95 |96 |97 |98 (99 |100

El objetivo es eliminar de la tabla de los primeros nimeros naturales todos los numeros
compuestos para que se queden sin eliminar los nimeros primos.

Paso _1.- Eliminamos de la tabla todos los multiplos del 2 excepto el dos. De esta forma,
eliminaremos todos aquellos nimeros que tengan al dos como divisor y, por lo tanto,
tengan tres o mas divisores.

El primer nimero que se eliminaesel 4. (=2 -2)

Paso 2.- Eliminamos todos los multiplos de 3 excepto el tres. El primer multiplo de 3 es el
6 pero ya esté eliminado al ser también multiplo de 2.
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Asi el primer nimero que realmente eliminamos esel 9. (=3 -3)

Paso 3.- Eliminariamos todos los multiplos de 4. Lo que ocurre es que como el 4 es
multiplo de 2, todos los multiplos de 4 también lo son de 2 y, por lo tanto, ya estan
eliminados.

Paso 4.- Eliminamos los multiplos de 5.
5-2=10 (Ya esté eliminado al ser multiplo de 2)
5-3=15 (Ya esta eliminado al ser multiplo de 3)
5-4=20 (Ya esta eliminado al ser multiplo de 4 y, por tanto, de 2)
El primero que eliminamos es el 25. (=5-5)

Paso 5.- Eliminariamos los multiplos de 6 pero como 6 es 2 - 3 , todos los multiplos de 6
ya estan eliminados al serlo también de 2 y de 3.

Paso 6.- Eliminamos los multiplos de 7.

7-2=14 (Ya lo esta al ser multiplo de 2)

7-3=21 (Ya lo esta al ser multiplo de 3)

7-4=28 (Ya lo esta al ser multiplo de 4 y, por lo tanto, de 2)
7-5=35 (Ya lo esta al ser multiplo de 5)

7-6=42 (Ya lo esta al ser multiplo de 6 y, por tanto, de 2 y de 3)
7-7=49 (Es el primero que eliminamos)

Paso 7.- Eliminariamos los multiplos de 8. Ya lo estan al ser 8 multiplo de 2.

Paso 8.- Eliminariamos los multiplos de 9. Ya lo estan al ser 9 multiplo de 3.

Paso 9.- Eliminariamos los multiplos de 10. Ya lo estan al ser multiplos de 2 y de 5.
Paso 10.- Eliminamos los multiplos de 11.

11-2=22  (Yalo esta al ser multiplo de 2)

11-3=33 (Yalo esta al ser multiplo de 3)

11-4=44  (Yalo esta al ser multiplo de 4 y, por tanto, de 2)
11-5=55 (Yalo esta al ser multiplo de 5)

11-6=66 (Yalo esta al ser multiplo de 6 y, por tanto, de 2 y de 3)
11-7=77 (Yalo esta al ser multiplo de 7)

11-8=88 (Yalo esta al ser multiplo de 8 y, por tanto, de 2)
11-9=99 (Yalo esta al ser multiplo de 9 y, por tanto, de 3)
11-10=110 (Yalo estaria si la tabla no acabase en el 100)
11-11=121 (Seria el primer nimero a eliminar si la tabla continuase)

Paso 11.- Ya hemos acabado al ser el ultimo nimero de la tabla inferior a 121.

Un ejercicio interesante, que se propone al alumno, es realizar la tabla de estos primeros
primos pero hasta un nimero natural mas elevado. Por ejemplo, el 200 6 el 300 6 ...
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Se procede como hemos hecho hasta ahora pero continuando segun los criterios que se han
podido deducir:

1°.- Hay que eliminar los multiplos de los nimeros primos que vayamos
encontrando segun avanzamos en la tabla. Los multiplos de los nimeros compuestos ya
estan eliminados por los primos anteriores.

2°.- El primer nimero que se elimina es el cuadrado del primo.
Este procedimiento se denomina también CRIBA DE ERATOSTENES.

(Busca informacion en una enciclopedia sobre “Eratdstenes”. ;Conoces el significado de la
palabra “criba”, en caso de que no, buscalo en el diccionario).

11.- DESCOMPOSICION FACTORIAL DE_UN_NUMERO COMPUESTO EN
PRODUCTO DE FACTORES PRIMOS

Todos los nimeros compuestos se pueden descomponer en producto de otros nlimeros que
sean primos. Este proceso es muy importante para muchas de las actividades que
realizaremos en el futuro. Una forma de proceder, no la tnica, es pensar en dos nimeros
que multiplicados den el inicial. Si los nimeros son primos, el proceso ya se ha acabado. Si
algin nimero es compuesto, se vuelve a descomponer.

Ejemplos:

Descompongamos los primeros nimeros compuestos:

8=2-4=2-2-2=23
9=3-3=3

10=2"5
12=2-6=2-2-3=223
14=2-7

15=3"5

16=2-8=2-2-4=2-2-2-2=24

Es usual presentar la descomposicion factorial de la siguiente forma:
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- Cuando haya factores repetidos, se escriben en forma de potencia.
- Se ordenan de menor a mayor. Los factores mas pequefios se colocan delante y
los mayores detras.

12.- REGLAS DE DIVISIBILIDAD

Para realizar la descomposicion factorial en numeros primos, es habitual proceder
comprobando si ese nimero es divisible por un nimero primo determinado. En caso de que
sea asi, ya se tiene una pareja de factores que multiplicados entre si dan el nimero que
queramos descomponer.

Ejemplo:
Supongamos que queremos descomponer en factores primos el nimero 462.

Lo primero que habria que hacer es ver si es divisible por 2:

462 2
06 231
02
0
Asi, ya tenemos que 462 =2 - 231
Ahora habria que seguir el proceso con el nimero 231.

Para hacer los célculos con cierta rapidez es importante, antes de hacer la division
correspondiente, ver si tenemos algiin procedimiento para saber de antemano, si la division
va a salir exacta o no.

Estos procedimientos se denominan REGLAS o CRITERIOS de DIVISIBILIDAD.

Hay reglas de divisibilidad de bastantes nimeros naturales, pero a nosotros nos interesan de
manera especial las reglas de divisibilidad de los primeros nimeros primos.

Regla del 2.
- Un numero es divisible por 2 cuando termina en cifra par. Las cifras pares son el

0,2,4,6yelS8.

Ejemplos:
El 6 498 es divisible por 2 porque acaba en 8.
E1 95 no es divisible por 2 porque acaba en 5.

Regla del 3.
- Un namero es divisible por 3 cuando al sumar todas sus cifras obtenemos un

multiplo de 3.
Ejemplos:
El 852 es divisible por 3 porque 8 +5+2=15 vy 15 es multiplo de 3
E1 163 no es divisible por 3 porque 1+6+3=10 y 10 no es multiplo de 3

Regla del S.
- Un ntmero es divisible por 5 cuando termina en 0 6 en 5.

Ejemplos:
El 750 es divisible por 5 porque acaba en 0
El 54 no es divisible por 5 porque acaba en 4
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Regla del 7.
- Un numero es divisible por 7 cuando:

a) Suprimimos la cifra de las unidades.

b) Restamos al numero que queda el doble de la cifra suprimida.
¢) Repetimos el proceso cuantas veces se pueda.

d) Al final se obtiene 0, 7 u otro multiplo de 7.

Ejemplos:

2 464 es divisible por 7 porque:
2464 Eldoblede4es 8
-8
238 Eldoblede 8es 16
- 16
7 Se ha obtenido 7. Por lo tanto 2 464 es divisible por 7

Otro ejemplo:
861 es divisible por 7 porque
861
-2

I

0 Se ha obtenido 0

Otro ejemplo:

820 no es divisible por 7 porque
82
-0

"4

4 Se ha obtenido el 4 y 4 no es multiplo de 7

Esta regla de divisibilidad no es muy practica porque cuesta mucho hacer todo este
proceso, ademas una vez que se ha obtenido que el numero es divisible, hay que dividirlo;
por lo que, a efectos practicos, para saber si un numero es divisible por 7 hacemos la
division y lo comprobamos.

Regla del 11.
Un numero es divisible por 11 cuando al sumar las cifras colocadas en lugar par y restarlo

de la suma de las cifras colocadas en lugar impar (o al revés en caso de que los nimeros
obtenidos asi lo requieran), se obtiene 0, 11 u otro multiplo de 11.

Ejemplos:
1617 es divisible por 11 porque
1+1=2
6+7=13

13—-2=11 Se ha obtenido 11
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Otro ejemplo:

385 es divisible por 11 porque
3+5=8
8-8=0 Se ha obtenido 0

Otro ejemplo:
70 928 es divisible por 11 porque
7+9+8=24
0+2=2
24—-2=22 Sehaobtenido 22  y 22 esmultiplode 11

Otro ejemplo:
74 no es divisible por 11 porque
7-4=3 Se ha obtenido 3 y 3 no es multiplo de 11

13.- PROCEDIMIENTO PARA DESCOMPONER EN FACTORES PRIMOS.

Se procede dividiendo sistematicamente por los primeros nimeros primos. No pasando al
siguiente numero primo sin comprobar que el cociente obtenido ya no es divisible por el
primo por el que estamos dividiendo. El proceso se acaba cuando obtenemos 1 en el
cociente.
El ntimero serd igual al producto de todos los divisores. En caso de que haya varios
divisores iguales, se escribe en forma de potencia.
Ejemplos:

Descomponer en factores primos el nimero 336

- Presentacion en forma de divisiones sucesivas “en escalera”

336
13 168
16 08 84
0 0 04

0

Solucion: 336=2-2-2-2-3-7=2%-3-7

- Presentacion en columna:

336 | 2
168 | 2
84 | 2
42 | 2
21 |3
717

1

336=2-2-2-2-3-7=2%-3-7
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Descomponer en factores primos el nimero 225.

- Presentacion en forma de divisiones sucesivas:

225 |3
15 75 3
0 15 25 5

0 0 5 [5

Solucién: 225=3-3-5-5 =32.52

- Presentacion en forma de columna:

225 | 3
75 |3
25 |5

515
1

Solucién: 225=3-3-5-5 =32.52

14.- MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS O MAS NUMEROS

Dados dos (o mas) nlimeros naturales se denomina maximo comun divisor (M.C.D.) de
€s0s numeros a otro numero natural que es:

- Divisor de todos ellos.

- El mayor de los posibles.

14.1.- PRIMER METODO PARA LA OBTENCION DEL M.C.D.

- Se buscan todos los divisores de cada uno de los nimeros.
- Se senalan los comunes.

- Se elige el mayor de los sefalados.

Ejemplo: Averiguar el maximo comun divisor de 10y 8

Div(10)=1{1,2,5,10 }
Div(8)={1,2,4,8 }

Se escribe asi:
M.C.D. (10, 8)=2

15.- MINIMO COMUN MULTIPLO DE VARIOS NUMEROS

Dados dos (o mas) niimeros naturales cualesquiera, se denomina minimo comun multiplo
(m.c.m.) de esos nimeros a otro niimero natural que es:

- Multiplo de ellos.

- El menor de los posibles sin contar el cero.
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15.1.- PRIMER METODO PARA LA OBTENCION DEL m.c.m.

- Se buscan los primeros multiplos de cada uno de los nimeros.
- Senalamos los comunes.

- Elegimos el menor sin contar el cero.

Ejemplo: Averiguar el m.c.m. de 10y 8

1b={@ 10, 20, 30, @0, 50, 60, 70,(80, 90, 100, 110, ... }
§={(0. 8. 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88, ..}

Se escribe asi:
m.c.m. (10,8 ) =40

16.- METODO ABREVIADO PARA LA OBTENCION DEL M.C.D. Y DEL m.c.m.
- Se descomponen los numeros en factores primos y se escribe el resultado en
forma de potencia.
- Parael M.C.D. se cogen los factores comunes con el menor exponente.
- Para el m.c.m. se cogen los factores comunes con el mayor exponente y los no
comunes con el exponente que lleven.

Ejemplo: Averiguar el M.C.D. y el m.c.m. de 30 y 24

30=2-3-5
24=23-3
M.C.D.(30,24)=2-3=6
m.c.m. (30,24)=23-3-5=120

17.- IMPORTANTE PROPIEDAD DEL M.C.D. Y DEL m.c.m. DE DOS NUMEROS

Dados don numeros naturales se cumple que: El producto de ellos dos es igual al producto
de su M.C.D. por su m.c.m..

a*b=M.C.D.(a,b) -m.c.m.(a,b)

En el ejemplo anterior:
30-24=M.C.D.(30,24) -m.cm.(30,24)
30-24=6-120

720 = 720
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18.- METODO PARA AVERIGUAR TODOS LOS DIVISORES DE UN NUMERO

En el apartado 5.1.- ya vimos un procedimiento para averiguar todos los divisores de un
numero. Ese método era sencillo y adecuado para aquellos nimeros que son relativamente
pequenos.

Ahora, que ya conocemos la descomposicion factorial, podemos atrevernos con otro
método.

Para averiguar los divisores de un niimero:
1°.- Descomponemos el nimero en factores primos y lo escribimos en forma de
potencia.
2°.- El numero total de divisores vendra dado por el numero que resulte de
multiplicar todos los exponentes incrementados en una unidad.
Ejemplo: 120=23-3-5
El nimero 120 tendra (3+1)-(1+1)-(1+1) = 16 divisores
3°.- Para buscar los divisores se desarrollan las potencias del primer factor
20 =1 2t =2 22 = 22 =38
4° - Se multiplican cada uno de los nimeros obtenidos por cada uno de los factores
de las potencias desarrolladas del segundo factor. (Sin contar la de exponente 0 que sélo se
escribe en el primer factor).
En este ejemplo el segundo factor solo tiene una potencia que es el 3

(3'=3)
Asi, multiplicamos cada uno de los nimeros anteriores por 3
3-1=3 3-2=6 3-4=12 3-8=24

5°.- Si hay un tercer factor, se desarrollan sus potencias y se multiplican por todos
los nimeros anteriores.
En este caso hay un tercer factor pero solo tiene una potencia.
Multiplicamos cada uno de los nlimeros obtenidos por 5

5-1=5 5:-2=10 5-4=20 5-8=40
5-3=15 5:-6=230 512 =260 5 - 24 = 120

6°.- Si hubiese otro factor, desarrollamos sus potencias y multiplicamos cada una de
ellas por cada uno de los nimeros anteriores. Y asi sucesivamente.
En el ejemplo ya no habia mas factores.

Todo este proceso se suele presentar por medio de una tabla:

1 2 4 8

3 6 12 24
5 10 20 40
15 30 60 120

Div.(120)={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40,60, 120}

Otro ejemplo: Averiguar los divisores de 540
Descomponemos el 540
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540=22-3°-5
El nimero 540 tiene que tener (2+1)-(3+1)-( 1+ 1)=24 divisores
Las potencias del primer factor son:

20=1 21=2 22=4
Las potencias del segundo factor son:
31=3 32=9 33 =27
El tercer factor tiene una unica potencia que es ¢l mismo.
1 2 4
3 3 6 12
9 9 18 36
27 27 54 108
5 5 10 20
15 30 60
45 90 180
135 270 540

Div (540)={1,2,3,4,5,6,9,10,12,15,18,20, 27,30,36,45,54,60,9,
108, 135,180,270, 540 }

Otro ejemplo: Buscar los divisores de 144
144 =2%- 32
El 144 tiene que tener (4 + 1) - (2 + 1) = 15 divisores

Las potencias del primer factor son:

20=1 21=2 22=4 23=38 24=16
Las del segundo factor son:
31=3 32=9

1 2 4 8 16
3 3 6 12 24 48
9 9 18 36 72 144

Div(144)={1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72, 144}

Otro ejemplo: Buscar los divisores de 150
150=2-3-5°

El1150 tiene (1 + 1) - (1 + 1) - (2 + 1) =12 divisores
Las potencias del primer factor son

20=1 21=2

Las del segundo factor son:

3

Las del tercer factor son

5'=5 52=25
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1 2

3 3 6

5 5 10
15 30

25 25 50
75 150

Div (150)={1,2,3,5,6,10,15,25,30,50,75,150 }
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PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 2

Alumno/a: Fecha:

1.- Escribe = 0 # segun corresponda entre cada pareja de expresiones numéricas:

10 5 2 6 40 11 6 6

2.- Escribe con la notacion correcta el conjunto de los multiplos de 6.
3.- Escribe con la notacién correcta el conjunto de los divisores de 24.
4.- Escribe tres nimeros distintos de tres cifras que sean divisibles por 11.

5.- Descompoén en factores primos:
720 =
2.025 =

6.- Averigua:

M.C.D. (40, 60) =
m.c.m. (40,60 )=

40 =
60 =

7.- Averigua:

M.CD.(32,64)=
m.c.m. (32,64 )=

32=
64 =

8.- Averigua:

M.C.D.(75,56)=
m.c.m. (75,56 )=

75 =
56 =

9.- Busca todos los divisores de 180.

10.- Escribe un nimero que sea mayor que 100 y primo. Explica en qué te basas para saber
que es primo.
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ORIENTACIONES GENERALES

1.- INTRODUCCION.

En general, esta unidad no presenta excesivos problemas, excepto en lo que se refiere a la
notacion con la que se representan las relaciones entre los nimeros. Esto si que cuesta un
poco. A nuestro juicio hay que ser algo riguroso en la exigencia de una correcta escritura
de los términos y conceptos.

2.- SER MULTIPLO DE ...

La primera notacion que crea problemas es la del punto sobre el numero para indicar
“multiplo de”.

Una reflexién importante es que “las matematicas hay que hablarlas™. Es decir, no hay que
conformarse con que el alumno realice los calculos, las operaciones, los problemas, ... bien
en soporte escrito. Hay que pedirle que lea, que explique, que razone ...

En lo que atafie a esta unidad es importante la lectura de las expresiones matematicas. Esta
lectura debe hacerse con rigor. La repeticion es importante para la asimilacion.

3.- CONJUNTO DE LOS MULTIPLOS DE ...
De nuevo hacer hincapié en la importancia de la correcta notacion: Llaves, comas, puntos
Suspensivos, ...

4.-SER DIVISOR DE ...
Se define a partir de la relacion “ser multiplo de”. La notacion de “ser divisor de ...” no se
emplea tanto con lo que no debemos dedicarle demasiada atencion.

5.- CONJUNTO DE LOS DIVISORES DE UN NUMERO

Presentamos dos procedimientos. El primero, mas sencillo, es bueno para los numeros
pequetios. El segundo, el mas conocido, plantea cierta dificultad. De todas formas, lo
importante es el concepto de ser multiplo y ser divisor. El ser capaz de encontrar todos
todos los divisores de un numero, siendo éste relativamente grande, no tiene tanta
importancia.

6.- NUMEROS PRIMOS

El concepto de niimero primo es muy importante. Se le debe dedicar especial atencion al
concepto, a la idea de primo como numero que no se puede descomponer en producto de
otros dos mas sencillos que €l. Al confeccionar la tabla el alumno debe saber qué esta
haciendo y por qué lo estd haciendo asi. Se propone, como actividad voluntaria, la
ampliacion de la tabla. Muchos alumnos lo hacen de buen grado. Es una actividad no
exenta de interés que se recomienda estimular.

7.- REGLAS DE DIVISIBILIDAD

Aunque hay mas reglas, se ha optado por trabajar las de los primeros primos incluyendo la
del 7 que no es operativa. Las de otros numeros como el 4, el 6, el 8, el 9, el 10 no se
mencionan. Se podrian mencionar pero el objetivo a trabajar es la descomposicién en
factores primos ...

8.- PRESENTACION DE LA DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS.

Se ha optado por la presentacion en forma de divisiones sucesivas para que el alumno sea
mas consciente de qué es lo que esta haciendo. Se debe dejar libertad para que cada alumno
elija la forma en que lo va a presentar.
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9.- METODOS PARA AVERIGUAR EL M.C.D. Y EL m.c.m.

Consideramos de extraordinaria importancia trabajar el denominado en la unidad “primer
método” porque es la forma de entender qué significa realmente el concepto de M.C.D. y
m.c.m. Sélo cuando estemos ya seguros de que los alumnos saben lo que significa,
pasaremos al método tradicional.

SOLUCIONES

Se presenta el proceso ordenado de:

1.- Eliminar los multiplos del 2 a partir del 4

2.- Eliminar los multiplos del 3 a partir del 9

3.- Eliminar los multiplos del 5 a partir del 25

4.- Eliminar los multiplos del 7 a partir del 49. Resultado final.

11234 |5][6]7[8]9]10 11234 |5]6]7|8]9]10

11121314 15|16 17 ]18]19]20 11121314 ]15]16 17181920

2122 (23[24[25[26[27]28]29|30 21[22(23(24[25[26]27[28]29|30

31[32133|34|35|36/37|38|3940 31[32[33[34[35[36]37[38]39]40

41 424344 [45[46 4714814950 41424344 45[46 474814950

51|52 |53[54|55|56|57|58|59]60 51525354 |55[56|57|58]|59]60

61 |62]63[64[65][66]|67]|68]69]|70 61|62]63]64|65]/66|67|68]|69]|70

7172|7374 175|76 7778|7980 7172173174 |75]176 777817980

8182|8384 |85|86|87|88|89]90 81]82|8384|85/86|87/88|89|90

91[92]93194195|96|97 |98 |99 100 91]92]93]194]195]196]97]98 |99 100

11234 |5]6]7[8]9]10 11234 |5]6]7|8]9]110

11121314 ]15]1617]18]19]20 11121314 ]15]16 (17181920

21122123124 (25]26(27(28[29]30 21[22123(24125[26(27|28[29]30

31[32|33|34[35]36/37[38]3940 3132|33[34|35|36]37|38|39]40

41142 (434414514647 4814950 411424344 |45]46 47484950

51|52[53|54|55[56|57|58]59]60 51525354 |55[56|57|58]59]60

61|62|63[64[65[66]67]|68]|69]|70 6162 |63]64|65]66|67|68|69]|70

717273747576 7717817980 717273747576 7717817980

8182|8384 |85/86|87|88|89|90 81182 |8384|85/86|87|88|89|90

91[92]93]194]195|96|97 |98 |99 |100 91[92[93[94[95[96]97]98]99 100

Criba: Utensilio para separar granos de distinto grosor, consistente en una lamina
agujereada, sujeta a un cerco de madera.
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Eratdstenes: Astronomo, geografo matemdtico y filosofo griego (siglo 11l a. J.C.) Célebre
por su famosa “criba” para encontrar los numeros primos. Fue el primero en medir de un
modo exacto la longitud de la circunferencia de la Tierra.

PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 2

1.- Escribe = 0 # segun corresponda entre cada pareja de expresiones numéricas:

10 = 5 0 ~6 40 = 11 6=6

2.- Escribe con la notacidn correcta el conjunto de los multiplos de 6.

6={0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, .. }

3.- Escribe con la notacidn correcta el conjunto de los divisores de 24.
Div24)={1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 }
4.- Escribe tres nameros distintos de tres cifras que sean divisibles por 11.
121 341 902
5.- Descompoén en factores primos:
720= 2% .3%.5
2.025=3%.5°
6.- Averigua:
M.C.D.(40,60)= 2?-5=20
m.cm. (40,60)= 25 -3.5=120
40= 235
60=2?-3-5
7.- Averigua:
M.C.D.(32,64)= 2° = 32
m.cm. (32,64 )= 2° = 64
32=2°
64 = 2°
8.- Averigua:

M.C.D.(75,56)= I
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m.e.m. (75,56)= 3-52.25.7= 4.200

75=3-5°
56=2°.7

9.- Busca todos los divisores de 180.

180 = 2°.3%.5
1 2 4
3 3 6 12
9 9 18 36
5 5 10 20
15 30 60
45 90 180

Div(180)=4{1,2,3,4,5,6,9,10,12,15,18,20,30,36,45,60,90, 180 }

10.- Escribe un nimero que sea mayor que 100 y primo. Explica en qué te basas para saber
que es primo.

Siguiendo el criterio seguido para buscar los primeros primos: El primer compuesto que
cada primo eliminaba era el cuadrado del mismo. Asi la tabla la acababamos con el 7
porque el siguiente primo, el 11, el primer compuesto que eliminaria seria el 112 = 121
Luego basta encontrar un numero comprendido entre 100y 121 que no sea divisible por
2, ni por 3, ni por 5, ni por 7.

Por ejemplo el 101
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UNIDAD 2 SOLUCIONES CONTROL CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- En el monedero llevo sélo monedas de 50 ptas. ;Cuanto dinero llevo sabiendo que tengo mas de
500 ptas. pero menos de 600? ;Cudntas monedas llevo?

Llevo 550 ptas. con 11 monedas.
2.- El autobuis A sale cada 10 minutos y el autobtis B cada 15. A las doce del mediodia han salido

los dos autobuses a la vez. ;A qué hora volveran a salir otra vez los dos juntos?

Vuelven a coincidir a las 12,30 h.

3.- La division de 6 entre 4 no es exacta:

ol

2 1
(Sabrias encontrar los cuatro numeros que dividen exactamente a 6? Escribelos en el circulo y haz
la division.

S AN
(=N
S o
o
Qo\
[\
S A
~

4.- ; Tienes alguna idea sobre lo que puede ser el concepto de nimero primo?
Es aquel numero que solo es divisible por 1 y por si mismo.
5.- ¢ Sabes cuando un niimero es divisible por dos?
Cuando acaba en cifrapar: 0; 2; 4, 6, u 8
6.- ;Sabes qué propiedad tiene el 1 como numero divisor?
Que es divisor de todos los numeros.
7.- {Sabes lo que significan las siglas M.C.D.?
Miéximo Comun Divisor
8.- Y estas otras: m.c.m.?
minimo comun multiplo
9.- ;Sabes encontrar un niimero par que sea divisible por 3?
Por ejemploel 6; el 12 ; el 18 ...

10.- ;Sabes encontrar un numero que sea divisible por 2 por 3 y por 5 a la vez?

Por ejemplo el 30 ; el 60, el 90, ...
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Unidad 3

Los Numeros Enteros.

-15
-16
-177
-18
-19
-20
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Alumno/a: Fecha:

UNIDAD 3 CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- En el ascensor, ;con qué simbolo numérico esta representado el primer s6tano?

2.- { Con qué simbolo numérico se representa la temperatura de 10 grados bajo cero?

3.- ;Sabrias resolver esta resta?

12 — 15 =

4.- ;Y esta suma?

4 + (-7) =

5.- (Sabrias encontrar un numero que sumado con el 5 nos diese 0?

5+ |=o0

6.- En estos momentos, ademas de no tener nada, le debo a mi hermano 10 000 ptas. ;Cuanto
dinero tengo?

7.- (Sabrias encontrar una segunda solucion a esta raiz cuadrada?

8.-Escribe dos numeros que, sin ser decimales, sean menores que 0

9.- ;Sabes la solucion?
(-5)" =
10.- /Y la de esta otra potencia?

40D —
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1.- NECESIDAD DE NUEVOS NUMEROS

Con los niumeros que conocemos hasta ahora, los nimeros naturales:
N={0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, ..}

No podemos resolver todas las operaciones.
Por ejemplo, la resta.
Al nimero natural 1 000 le queremos restar el nimero natural 1 500

1000 — 1500 = ?

Decimos que la operacion no tiene solucion. O, més correctamente, que no tiene solucion
en N, es decir, no existe ningiin nimero natural que sea la solucion de esa operacion.

Pero esta operacion se nos puede presentar como un hecho real de la vida corriente. Por
ejemplo, pensemos en una cuenta corriente que una persona tiene en una entidad bancaria.
Esa persona tiene un saldo de 1 000 ptas. y, contra esa cuenta, se presenta un recibo de
1 500 ptas. El banco podria devolver el recibo al no tener la cuenta suficiente saldo. O
también, podria afrontar su pago y anotar en el saldo de esa persona el dinero que,
momentaneamente, el banco le presta al cliente para poder afrontar el pago del recibo. En
este caso el dinero que tiene que poner el banco es de 500 ptas. Esto quiere decir que, tras
pagar el recibo, el cliente tiene en su cuenta un saldo negativo de 500 ptas.

Son lo que vulgarmente se ha venido denominando ‘“niimeros rojos” y cuyo nombre
correcto es niumeros negativos.

Se representan con un signo menos delante.

1000 — 1500 = —500

2.- LOS NUMEROS NEGATIVOS

Son unos nuevos nimeros que se representan con el signo menos delante:
-1, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -8, -9, -10, —-11, —-12,
Por cada nimero natural hay un niimero negativo, el mismo numero con el signo — delante,

salvo el nimero cero que no tiene negativo o, dicho de otro modo, el cero es equivalente al
-0.

3.- LOS NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los nimeros naturales
N={{0,1,2,3,4,5, 6, ..}

junto con los nuevos nimeros negativos, forman el conjunto de los niumeros enteros.
Se representan con la letra Z y, si los escribimos ordenados de menor a mayor, se
representan asi:
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Z = {.-4,-3,-2,-1, 0,1, 2, 3, 4,5, 6, ..}

Los puntos suspensivos al principio indican que no existe el nimero entero mas pequefio,
es decir, que dado un nimero entero muy pequeiio siempre podemos encontrar uno menor
que €l.

4.- LOS NUMEROS POSITIVOS

Son los nimeros naturales sin contar el cero.
Asi, los nimeros enteros se pueden agrupar en tres partes:

Numeros Positivos 1, 2, 3, 4,5, 6,
Numeros enteros Cero 0
Numeros Negativos |—-1,-2,-3,-4,-5,

A los numeros positivos, a veces, se les suele representar con el signo + delante:
+1, +2, +3, +4, +5, +6, +7,

Asi, en general

+a = a

Esta forma de escribir los positivos (con un + delante), origina uno de los primeros
problemas al trabajar con nlimeros enteros. Nosotros vamos a elegir, de entrada, la forma
simplificada. Es decir, escribiremos 4 en lugar de + 4 y realizaremos esta simplificacion
cuando sea necesario.

El problema viene también creado por el hecho de que el signo — indica dos realidades:

— : Operacion de restar
— : Signo de un niimero negativo

También el signo + indica dos realidades:

+ : Operacion de sumar
+ : Signo de un numero positivo

El discriminar cuando los signos indican una u otra realidad viene dado por el contexto. Al

estudiante esto le crea ciertos problemas que solo la préctica (y a veces también, un buen
método de ensefianza), puede resolver.

5.- LA RECTA NUMERICA

Los nimeros enteros se pueden representar en una linea recta.
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Tomaremos un punto arbitrario como cero y llevaremos una misma distancia hacia la
derecha y hacia la izquierda. Los puntos que se originen seran los nimeros enteros.

6.- VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO ENTERO

Es el valor que tiene ese nimero sin tener en cuenta el signo.
Se escribe:

|+6| = 6 |-6| = 6 |6 = 6
El valor absoluto de +6 es 6

El valor absoluto de —6 es 6
El valor absoluto de 6 es 6

7.- LA RESTA YA ES POSIBLE SIEMPRE

Ahora ya se puede resolver cualquier resta de nimeros naturales.
Cuando el substraendo es mayor que el minuendo el resultado es un nimero negativo cuyo
valor absoluto es la diferencia entre los valores absolutos de los dos niimeros.

5 -7 =-=-2
9 - 12 = -3
200 — 350 = —150

8.- OPERACIONES EN Z

Hasta ahora no hemos operado con nimeros enteros. S6lo hemos visto como estos
nimeros resolvian restas de nimeros naturales. Tenemos que ver todas las operaciones con
el conjunto de todos los nimeros enteros.

9.- SUMA
Recordemos que sumar es “juntar”.

9.1.- POSITIVO CON POSITIVO
En este caso la suma de nameros enteros coincide con la suma de
nuameros naturales.

9.2.- POSITIVO CON NEGATIVO
Sumar una cantidad positiva con otra negativa es restar una de la otra y colocar el
signo de la de mayor valor absoluto:
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8+ (-5 =

Hay que colocar el —5 entre paréntesis para que no “choquen’ los dos signos.
Restamos 8 con 5. El resultado es 3. Como 8 es mayor que 5 y el 8 es positivo,
entonces el 3 también es positivo:

8+ (-5 =3

Otro ejemplo:

9 + (~10) =

Restamos el 10 con el 9. El resultado es 1. Como el 10 es mayor que el 9y el 10
es negativo, el 1 es también negativo:

9+ (-10) =-1

9.3.- NEGATIVO CON POSITIVO

Es el mismo caso que el anterior.

Se restan los niimeros y el resultado es del signo que sea el mayor de los dos en
valor absoluto.

-9 +5=-4

-9+ 14 =75

9.4.- NEGATIVO CON NEGATIVO

Se suman y el resultado es negativo.

-7+ (-6)=-13

Observa que el primer niumero no lleva paréntesis porque no “choca” con ningtin
otro signo.

Muchas veces, sin embargo, se suele poner “por estética’:

(-7) + (-6) = — 13

10.- RESTA

Restar es quitarle a la primera cantidad, la segunda.

Esta definicioén no vale cuando la segunda cantidad es negativa.

En este caso, decimos que restar es responder a la pregunta: ;Cuanto le falta a la segunda
cantidad (sustraendo) para llegar a ser como la primera (minuendo)?

Si la respuesta es que no le falta sino que le sobra, el resultado es un niimero negativo.

EJEMPLOS:
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—2-(-8=6

Esta forma de interpretar la resta no es practica. Otra forma de hacerlo es considerar a la
resta como la suma del opuesto.

El opuesto de un niimero es ese mismo numero pero con el signo cambiado. Asi, el opuesto
de 3 es — 3. El opuesto de — 4 es 4.

EJEMPLOS:
3-1=3+(C1)=2
2-3=2+(C3)=-1
2-(3)=2+3=5
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3 -5=-3+(5)=-8
7 - (-3)=-T7+3=-4
2 - (-8 =-2+8=6

11.- SUMA Y RESTA COMO UNICA OPERACION

Vamos a considerar a la suma y resta de nimeros enteros como una unica operacion que
consiste en juntar nimeros positivos y negativos suprimiendo el signo + de sumar y el
signo — de restar y quedandonos con los signos + de numero positivo (salvo si el nimero
positivo esta en primer lugar, que no se pone), y con el signo — de nimero negativo.

Recorremos todos los casos posibles:

1.- Suma de positivo con positivo.

3+7 =

El signo + de sumar puede considerarse el signo positivo del 7. Consiste en juntar 3
positivos con 7 positivos.

3+7=10

2.- Suma de positivo con negativo.

3+(-7 =

Suprimimos el signo + de sumar

3+ C7=3-17=

Consiste en juntar 3 positivos con 7 negativos: “Ganan” los negativos por 4.
3+ (-7)=3-7=-4

Otro ejemplo:

10 + (-2) =

Suprimimos el signo + de sumar

10+ (-2)=10 -2 =

Juntamos 10 positivos con 2 negativos. “Ganan’ los positivos por 8.

10+ (-2)=10-2=38
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3.- Suma de negativo con positivo.

5+ 2 =
No suprimimos ningun signo. El signo + de sumar puede considerarse como el
signo positivo del 2. Si juntamos 5 negativos con 2 positivos, el resultado es 3
negativos.

-5+2=-3

Otro ejemplo:

5+ 7 =

Es el mismo caso pero ahora “ganan” los positivos:

-5+7=2

4.- Suma de negativos.

-3+ (-5 =

Suprimimos el signo + de sumar

-3+ (5=-3-5=

Juntamos 3 negativos con 5 negativos y el resultado es 8 negativos.
-3+ (-5=-3-5=-8

5.- Resta de positivos.

7-2=

Consideramos esta resta como la suma de 7 positivos con 2 negativos.
7-2=5

Otro ejemplo:

7 - 10 =

Aqui es como si juntadsemos 7 positivos con 10 negativos. El resultado es 3 a
favor de los negativos.

7—-10=-3

6.- Resta de positivo con negativo.
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3-(2) =

Convertimos esta resta en la suma del opuesto (ya explicado en el apartado 10.-
pagina 83).

3-(2)=3+2=5

7.- Resta de negativo con positivo.

3 _ 7 =
Es sumar el negativo 3 con el negativo 7:
-3-7=-10

8.- Resta de negativos.

-3 -(=2) =

Lo convertimos en la suma del opuesto:
-3 -(-2)=-3+2=-1

Otro ejemplo:

-5-(-1-=
-5-(C1)=-5+1=-4

Regla general de simplificacion:

+(—a) = —-a

I
+
o

I
Y

-(-2)

Ejercicios ya simplificados de suma/resta:

3+5= -5 -6 =
-1+ 8= -2-8=
-3-2= -3 +2=
8§ — 4 = -8 -10 =
7-9= 4 -9 =
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3 -2 =

10 — 13 =

Ejercicios para simplificar y resolver:
8 —(-2) =

-5+ (=5 =

-6 + (-3) =

—7 - (-4 =

10 + (-8) =

8 + (—8) =

12.- PRODUCTO DE NUMEROS ENTEROS

12.1.- POSITIVO POR POSITIVO

Multiplicar un nimero positivo por otro positivo es realizar una suma con tantos
sumandos iguales al primer numero como indique el segundo.

3:4=3+3+3+3=12

12.2.- POSITIVO POR NEGATIVO

Para justificarlo acudiremos a la propiedad conmutativa de la multiplicacion:

a-b=b-a

Entonces tenemos que:

53 =(3 5=

Por logica consiste en la suma de cinco sumandos iguales a — 3

5:-3)=-3)-5=(-3))+-3)+=3)+(=3)+(-3)=-15

12.3.- NEGATIVO POR POSITIVO

Ya lo hemos visto en el caso anterior:

=5 4=+ +E5+E5)=-20

12.4.- NEGATIVO POR NEGATIVO
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Su justificacion es un poco compleja.
Nos creeremos, sin mas, que al multiplicar dos nimeros negativos se obtiene un
nimero positivo

(—4) - (-6) = 24

Resumen. Regla de los signos:

+ .+ =+

+ o - =

13.- DIVISION DE NUMEROS ENTEROS

Considerando la divisiéon como la operacion inversa de la multiplicacion, obtenemos los
siguientes resultados:

6-5=30 ——> 30:5=6

6 (=5) =-30 ————— (-30): (-5) =6
(-6) - 5=-30 — % (-30):5=-6
(-6) - (-5) = 30 — > 30:(-5)=-6

Observemos la regla de los signos que hemos obtenido:

+ o+ =+

Esta regla, como se puede observar, es la misma que la regla de los signos de la
multiplicacion.

14.- POTENCIA DE NUMEROS ENTEROS

14.1.- BASE POSITIVA Y EXPONENTE POSITIVO
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Ya lo hemos visto puesto que coincide con las potencias de nimeros naturales.

14.2.- BASE NEGATIVA Y EXPONENTE POSITIVO
No hay ninguna dificultad. Unicamente debemos tener cuidado al multiplicar los signos
negativos.

(-2)' =-2

(2)" =(-2)(-2) =4

(-2)" =(-2)(-2):(-2) =8

(-2)" = (-2)(-2)(-2)-(-2) =16

()’ = (-2):(-)(-2)-(-2):(-2) = =32

Regla de los signos:

Cuando la base es negativa y el exponente es par el resultado es positivo.
Cuando la base es negativa y el exponente es impar el resultado es negativo.

14.3.- BASE POSITIVA Y EXPONENTE NEGATIVO
De acuerdo con la definicion inicial de potencia:

43)

consistiria en realizar una multiplicacion de 4 por si mismo tantas veces como diga el
exponente, en este caso, —3. Esto, ldgicamente, no tiene sentido. En cambio, los
matematicos se han puesto de acuerdo en darle un significado a esta expresion:

1
=3 _
MY
En general:
g = 1
al’l

Para explicar este resultado acudimos a la formula de la division de potencias de la misma
base:

n m ___(n—m)

a .a =a
45 ,48 — 4(5—8) — 4(—3)

Pero esto se puede resolver realizando las potencias por separado y simplificando:

45:48:45 _ 4.4.4.4.4 /47&44711 1

45 4.4.4.4.4-4.4.4 444’/4/4’/444 v
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Asi, para que la formula de la division de potencias funcione siempre, se acordd que la
potencia de exponente negativo es igual a 1 dividido por la misma potencia pero elevada a
exponente positivo.

14.4.- BASE NEGATIVA Y EXPONENTE NEGATIVO
Es parecido al caso anterior pero ahora la base sigue siendo negativa:

1
()™ = ——
YTy
Ejemplo:
1
-2 (=3) _
(-2) )

14.5.- BASE POSITIVA O NEGATIVA Y EXPONENTE CERO
Cualquier nimero positivo o negativo elevado a exponente 0 es igual a 1

La justificacion de estos resultado se hace a partir de la division de potencias de la misma
base:

32:3%=3°

Pero también se puede resolver realizando previamente las potencias
32:32=9:9=1

Lo mismo ocurre cuando las bases son negativas:

(-2 :(-2)" =(-2)°
(-2)":(-2)* =(-8):(-8) =1

15.- RADICACION DE NUMEROS ENTEROS

Trabajaremos muy poco las raices con nlimeros enteros. Solamente sefialar alguna novedad
respecto a las raices de numeros naturales.

- La primera es observar que las raices cuadradas de los nimeros positivos tienen dos
soluciones: La positiva y la negativa:

364 =38

Pero también:
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364 =8

Porque

(-8) = (-8)-(-8) = 64

Esta doble solucion de la raiz cuadrada se suele representar asi:
364 =48

- Las raices cuadradas de los nimeros negativos no tienen solucion. O, mas exactamente,
no tienen solucidn en el campo numérico de los enteros.

V-4 =2

No hay ningun nimero entero que multiplicado por si mismo de —4

- La raiz ctibica de un nimero positivo tiene solucién positiva:
VY8 =2

- La raiz ctibica de un nimero negativo tiene solucion negativa:
Y-8=-2

16.- SUMAS Y RESTAS COMBINADAS. Forma simplificada

La forma simplificada consiste en una tira de nimeros positivos y negativos.
Ejemplo:

-3+2-1-5+6=

Una forma de resolverlo es operando de dos en dos tal como vienen ordenados:

—342-1-5+6=—1-1-5+6=-2-5+6=—T+6-1 |

Pero es mucho mas practico resolverlo agrupando delante todos los numeros positivos,
detras todos los negativos. Sumar primero todos los positivos por un lado y todos los
negativos por otro. Y, finalmente, sumar (restar), el resultado positivo con el resultado
negativo colocando en la solucién el signo correspondiente al resultado mayor en valor
absoluto.

-3+2-1-5+6=
2+6-3-1-5=
8-9=
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Observa como el 2 se ha podido escribir sin el signo + delante al pasar al primer lugar de la
tira.

Otro ejemplo:

8—1—2—5+2:8+2—1—2—5210—8:

17.- SUMAS Y RESTAS COMBINADAS. Forma no simplificada

En este caso aparecen paréntesis separando los signos + y — La mejor forma de resolverlo
es simplificar los signos eliminando los paréntesis de acuerdo con las reglas ya explicadas
en el apartado 11.- pagina 8:

+(-a)=-a

—(-a)=+a=a
Ejemplo:

8+(-3)—(-5)+7-(3)-5+4=
8—-3+5+7+3-5+4=
8+5+7+3+4-3-5=
27-8=

19

Otro ejemplo:

-7+6-3—-(-5+2-1=
-7+6-3+5+2-1=
6+5+2-7-3-1=
13-11=

2

18.- SUMAS Y RESTAS CON PARENTESIS

Hasta ahora los paréntesis con los que hemos trabajado tenian como mision “separar” dos
signos. Otro uso de los paréntesis es indicar que, en una expresion de varios nimeros con
operaciones, las indicadas dentro del paréntesis se deben realizar en primer lugar:

Ejemplo:

8-3+2=8+2-3=10-3=7
8—(3+2)=8-5=3

Como se puede comprobar en el ejemplo anterior el resultado de las dos expresiones es
distinto.
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18.1.- RESOLUCION DE LAS SUMAS Y RESTAS CON (). Primer método.
Consiste en resolver primero la suma o resta que estd encerrada en el paréntesis.
Ejemplos:

5-(5+3)=5-(2)=5+2=7
6-(-1-4)=6-(-5=6+5=11
-4+ ((7-3)=—4+4=0
-3+(-4+10)=-3+6=3
T+(-5+2)=7+(-3)=7-3=4

El paréntesis puede estar colocado en otra posicion:

(-5-1)+3=-6+3=-3
—4—(=T+5)-2=-4—(-2)-2=-4+2-2=2-4-2=2-6=—4

O puede haber més de un paréntesis:
4—-(-1-3)-7+(2+5)=4—-(4)-7+3=4+4-74+3=4+4+3-7=11-7=4
Ejercicios para practicar:

8- (-9 +4)=
~44(8-2)=

2 (-10+5)=
14(5-9)-
_3_(<2-3)=
4+(3+2)=
(-5+9)-2=
9—d+(-5+4)=
3+(5-10)+3=

—2-(-4-5)+(7-3)=
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18.2.- RESOLUCION DE SUMAS Y RESTAS CON (). Segundo método.

Otro procedimiento muy util consiste en eliminar los paréntesis, segun el siguiente criterio:

“Cuando hay un + delante de un paréntesis, se va el +, se va el paréntesis, y lo que hay
dentro se queda como esta”.

- “Cuando hay un — delante de un paréntesis, se va el —, se va el paréntesis, y lo que hay
dentro cambia de signo”.

Este procedimiento es mas efectivo que el método anterior y permite resolver todo tipo de
expresiones (siempre que sean sumas y restas).

Vamos a resolver los ejemplos anteriores. Compara los procesos y observa que el resultado
es el mismo:

5-(5+3)

Observa que el 5 dentro del paréntesis es positivo. No lleva el signo + porque esta al
principio del paréntesis. Ahora, eliminaremos el menos de delante del paréntesis pero al 5
le cambiaremos de signo: Como es positivo, pasa a ser negativo. El 3 que es positivo pasa
a ser negativo:

5-(5+3)=5-5-3=5-8=-3

Siguientes ejemplos:

6-(-1-4)=6+1+4=11
—4+(7-3)=-4+7-3=7-4-3=7-7=0
—3+(4+10)=-3-4+10=10-3-4=10-7=3
T+(=54+2)=7-5+2=7+2-5=9-5=4
(-5-D+3=

En este ultimo caso, como no hay nada delante del paréntesis, consideramos que hay un +.
De la misma manera que cuando un ntimero no lleva signo delante, es un niamero positivo.
Asi que, aplicando la regla, eliminamos el paréntesis y lo que hay dentro se queda como
esta.

(-5-D)+3=-5-1+3=3-5-1=3-6=-3
—4—-(-7+5)-2=-4+7-5-2=7-4-5-2=7-11=-+4
4—(-1-3)-7+(2+5)=4+14+43-7-2+5=4+1+3+5-7-2=13-9=4

Ejercicios para practicar:
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8—(~9+4) =

—4+(8-2)=

2—(-10+5) =

-1+(5-9)=

—3-(-2-5)=

4+(3+2)=

(-5+9)-2=

9-4+(-5+4)=

3+(5-10)+3=

~2-(-4-5)+(7-3)

Comprueba que obtienes el mismo resultado que con el método anterior.

19.- LOS CORCHETES Y PARENTESIS CON SUMAS Y RESTAS

El significado de los corchetes es el mismo que el de los paréntesis. Cuando ya hemos
usado paréntesis, si se quiere volver a agrupar determinadas operaciones, hay que usar
corchetes.

—4-[3-(5-10)]-2=

19.1.- RESOLUCION DE EXPRESIONES CON [ ]. Primer método.
Consiste en resolver primero los paréntesis y luego los corchetes.

—4-[3-(5-10)]-2=—4-[3-(-5)]-2=—4—-[3+5]-2=-4-8-2=—-14
19.2.- RESOLUCION DE EXPRESIONES CON [ ]. Segundo método.
Consiste en eliminar los paréntesis primero y, una vez eliminados éstos, eliminar los

corchetes.

—4-[3-(5-10)]-2=-4-[3-5+10]-2=-4-3+5-10-2=5-4-3-10-2=5-19=-14

Angel Ricardo Puente Pérez 95



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

20.- PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION RESPECTO DE
LA SUMA/RESTA.

Cuando un ntmero multiplica a dos o mas nameros que estan sumados o restados
(positivos o negativos), es como si el nimero multiplicase a cada uno de los sumandos.

Formula general:

a-(b+c)y=a-b+a-c

Teniendo en cuenta que los nimeros a , b , y ¢ son numeros enteros y pueden ser positivos
y negativos.

En general, para saber el signo de a‘b y el signo de a-c, multiplicaremos los signos de cada
uno de los numeros y el signo resultado lo colocaremos delante.

Ejemplo:

~3.(8=5)=

Multiplicamos 3 por 8 = 24. El signo — por el signo + es —. Luego el 24 es negativo:—24.
(Hemos multiplicado el signo menos del 3 por el signo mas del 8)

Multiplicamos 3 por 5 = 15. El signo — por — es +. Luego el 15 es positivo: +15
(Hemos multiplicado el signo menos del 3 por el signo menos del 5)

-3-8-5)=-24+15=-9
Otro ejemplo:
2.(7-5)=

Multiplicamos 2 por 7 = 14. El signo + por el signo + es +. Luego el 14 es positivo:14.
(Hemos multiplicado el signo mas del 2 por el signo mas del 7)

Multiplicamos 2 por 5 = 10. El signo + por — es —. Luego el 10 es negativo: —10
(Hemos multiplicado el signo mas del 2 por el signo menos del 5)

2:(7-5)=14-10=4

Ejercicios para practicar:
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2-(3+6)=

5.(6-4)=

(O8]

(7-10)=

5.(-3+11)=

(9]

(-9+6)=

8- (-5-3)=

-7-(-5-8)=

—4.(8+4)=

—2.(5-9)=

—3-(-4+7)=

—6-(4-1)=

—5.(-4+2)=

7-(-3+4)=

21.- COMPROBACION DE LA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

Las expresiones anteriores pueden ser resueltas sin acudir a la propiedad distributiva.
Como la suma o la resta viene dentro de un paréntesis, deberemos resolverlo con
anterioridad a la multiplicacidon, si no deseamos resolverlo por medio de la propiedad
distributiva.

Ejemplos:

~3-(8-5)=-3-3=-9
2.(7-5)=2-2=4
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Como puedes observar este procedimiento es mas sencillo que el de la propiedad
distributiva. En cambio, esta propiedad es muy util cuando trabajemos las ecuaciones. De
aqui que debamos aprenderla bien.

Ejercicios:
Resuelve las siguientes expresiones solucionando antes los paréntesis y comprueba que el

resultado final coincide con el que hemos obtenido con la propiedad distributiva.

2-3+6)=

9]

(6-4)=

(O8]

(7-10)=

9]

(=341 =

(9]

(-9+6)=

o0

(-5-3)=

-7-(-5-8)=

—4.(8+4)=

—2.(5-9)=

—3-(-4+7)=

—6-(4-1)=

—5.(-4+2)=

7-(=3+4)=
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PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 3

Alumno/a: Fecha:

1.- Realiza las siguientes sumas/restas de nimeros enteros:

3 - 5= 6 -3 =
—2+9 = 7-10 =

2.- Simplifica y resuelve:

8 —(-3) = -3 -(=2)=

-2+ (=5)= 4+ (=2) =
3.- Resuelve:

3.-2-= 0-(-3)-=

-5-(-4) = -1-(=5)=
4.- Resuelve:

100 : (-=20) = —4 .2 =

-60 : (-10) = -30:(=5) =

5.- Resuelve las siguientes potencias:

(-2) = (-1) =
(-3) = (-20)° =

6.- Resuelve las siguientes raices escribiendo todas las soluciones si hay mas de una:

5 - -

325 = -8 =

7.-Resuelve
a) 2 -3 -(-1) +(=2) =
b)-(=3)=(-1)=5 +(-6) =
8.- Resuelve:
a) 6 —(-7-10) =
b)-5 -(8 -12) =
9.- Resuelva aplicando la propiedad distributiva:
a) 6 - (-3 -6) =
b)-3 -(7-2)=

10.- Resuelve las dos expresiones anteriores sin aplicar la propiedad distributiva.
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ORIENTACIONES GENERALES

1.- INTRODUCCION.
Esta unidad presenta importantes dificultades para los alumnos.
La didactica del concepto, uso y operaciones con los nimeros negativos es uno de los
mayores retos a los que se puede enfrentar un maestro en estos niveles de ensefianza.
Parte de esta dificultad se deriva del hecho del doble uso de los signos +y —:

- Como signos de sumar y restar.

- Como signos positivo y negativo de los nimeros.
Y de la simplificacién que conlleva el escribir los positivos sin el signo cuando nos
conviene que, por otro lado, es casi siempre.
Ante esta problematica, una de las opciones experimentada con €xito por el autor de estas
unidades consiste en, durante el transcurso del aprendizaje, escribir todos los numeros
positivos con el signo + delante.

Asi la suma
5+ 8 =13
Se convierte en
(+5) + (+8) = +13
Y laresta
5 -8 =-3
Se convierte en
(+5) — (+8) = -3

Y asi con todas las operaciones, para pasar, después, a un proceso de simplificacion que,
de todas formas, hay que hacer con cuidado.

La segunda opcion, que es la que se ha elegido en esta unidad, es partir de la simplificacion
natural de los signos procediendo con cuidado a trabajar cada una de las operaciones: La
suma no crea ninguna dificultad. La resta, en cambio, es bastante dificil.

Para empezar se hace una justificacion del restar numeros positivos y negativos como la
respuesta a la pregunta ;cudnto le falta al sustraendo para llegar al minuendo?

Esta explicacion es convincente pero su trabajo debe hacerse en la recta numérica y esto
crea ciertos problemas.

Asi se pasa a definir la resta como la “suma del opuesto”. Ahora ya se salvan parte de las
dificultades.

El tltimo paso consiste en ver la suma y la resta como una Unica operacion de “unioén” de
nimeros positivos y negativos escritos eliminando los signos de sumar y restar y dejando
unicamente los signos positivos y negativos de los nimeros cuando no haya mas remedio
que ponerlos.

Estos primeros pasos en la suma y resta hay que darlos con cuidado y dedicando el tiempo
necesario. Un mal aprendizaje de la suma y resta impide continuar con las siguientes
operaciones.

2.- EL PRODUCTO Y LA DIVISION

Su aprendizaje es mucho maés fécil.

La unica pega que se puede poner es que, en contra de lo que es habitual, no se ha
justificado adecuadamente el producto de negativo por negativo.

Algunos textos lo hacen a partir de historias mas o menos complicadas que no nos
convencen demasiado.
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La explicacion mas convincente puede ser una demostracion por reduccion al absurdo
implicando a la divisiéon como operacion inversa de la multiplicacion.
Veamos:

Si 3-4=12 = 12+4=3 conloque:
++ =+ = +++=+

Si 3-(-4)=-12 = -12+(-4)=3 conloque
t-==- = - +-=+

Si -3-4=-12 = —-12+4=-3 conloque
-+ = - = -+ +=-

Nos queda la definicion de — - —

Supongamos que fuese — .Osea:— + —= —

Lo cual es imposible pues ya antes se vio lo contrario.
Asi que solo nos queda: — - — = + con lo cual:

Seria —3-(-4)=12 = 12+(-4)=-3
- ==+ = + + - ==

3.- POTENCIACION.
Una vez vista la multiplicacion, no crea demasiados problemas. Si acaso la potencia de
exponente negativo que se debe trabajar algo mas.

4.-LA RADICACION.
So6lo hay que trabajar un poco mas, las raices de indice dos y, un poco, las de indice tres.

5.- SUMAS Y RESTAS COMBINADAS.
Al hacer la simplificacion de:

a + (-b)

Muchos dicen “mas por menos es menos”. A nosotros no nos gusta esta interpretacion.
Creemos que es mejor pensar que se estd sumando a con el nimero negativo b y que eso,
de acuerdo con las leyes de la simplificacion ya vistas consiste en escribir :

a —b

6.- LOS PARENTESIS.
Dan un cierto trabajo pero, una vez visto con tiempo suficiente, no es muy problematico.

7.- LOS CORCHETES.
No hay que dedicarle demasiada atencion.

8.- LA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.
Es muy importante. Hay que trabajarla con cuidado. Es también interesante por trabajar los
signos del producto y de la suma/resta a la vez.
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SOLUCIONES

Ejercicios propuestos en la pagina 86:

3+5=8 —5-6= —1I
—1+8=7 —2-8= -10
~3-2= -5 3 +2= -]
8 —4=4 ~8-10= 18
7-9= -2 4-9= -5
—3-2= -5 6-1=5
10-13= -3 5+9= 14

Ejercicios para simplificar y resolver:

8§~ (-2)=8 + 2 =10

5+ (=5 = -5 -5 = -10
—6+(=3)= -6 -3 = -9
T (4= -7 + 4 = -3

10+ (-8 =10 -8 = 2
8+ (-8) =8 -8 =0

Ejercicios propuestos en la pagina 93:

8 — (-9 +4)=8—-(-5) =8+ 5 =13
4 +(8-2)=-4 +6 =2
2 -(=10+5)=2-(-5)=2+5=7

1+ (5-9)

—1 + (—4) =-1-4=-35
-3 - (-2 -5)= -3 —(-7) = -3 +7 =4
4 +(3+2)=4+5 =09

(-5 +9)-2 =4 -2 =2
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9 -4+ (-5+4)=9 -4+ (-1)=9—-4-1 =9 -5=4

3 4+(5-10) +3=3+(-5)+3=3-5+3=26-5=1
-2-(-4-5)+(7-3)=-2—-(-9)+4==-2+9 +4==-2+13 =11
Ejercicios propuestos en la pagina 94:

8 — (-9 + 4)=8+9 —4=17 —4

Il
~
o

4 +(8-2)=-4+8 -2=8 -6 =2

2 - (=10+5) =2+ 10 -5 =12 -5 =7

1 +(5-9)=-1+4+5-9=35-10= -5

-3 - (-2 -5)=-3+2+5=2+5-3=7-3=4

4 +(3+2)=4+3 +2 =29

-5+9)-2=-5+9 -2=9 -5 -2=9-7=2

9 -4+ (-5+4)=9-4-5+4 =09+ 4 —4 -5 =13 -9=4¢

3 4+(5-10) +3=3+5-10+3=3+5+3-10=11-10=1

2 - (-4-5)+(7-3)=-2+4+5+7-3=4+5+7-2-3-=
16 -5 =11

Ejercicios propuestos en la pagina 96:

2.(3+6) = 6 + 12 = I8

5.-(6-4)= 30 — 20 = 10

3-(7-10) = 21 - 30 = -9
5.(=3+11) = —15 + 55 = 40
5.(—9+6) = —45 + 30 = — 15
8- (=5-3) = —40 —24 = — 64
~7-(=5-8) = 35 + 56 = 9]
—4.(8+4) = -32 —16 = — 48
~2-(5-9)=-10 + 18 = 8

~3.(-4+7) =12 -7 =5
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—6-(4-1)=-24 + 6 = —18
—5.-(=4+2) =20 - 10 = 10

7 (=3+4) = —-2] + 28 =7
Ejercicios propuestos en la pagina 98:

2.-(3+6) = 2-9 = 18
5.(6-4)= 5.2 =10
3.(7-10) = 3-(-3) = =9

5.(=3+11) = 5-8 = 40

5.(-9+6) = 5-(=3) = 15
8-(~5-3) = 8-(-8 = —64
~7-(=5-8) = —7-(=13) = 91
—4.(8+4) = —4-12 = —48
~2.(5-9) = -2-(-4) =28
~3-(-4+7) = 3.3 = -9
~6-(4-1) = -6-3 =18
5. (—4+2) = =5.(=2) =10

7-(-=3+4)=7-1=7
PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 3

1.- Realiza las siguientes sumas/restas de nimeros enteros:

4 -5= -2 ~6-3= -9
—2+9= 7 7-10= -3

2.- Simplifica y resuelve:

9 - (-3)=8+3=1I -3-(-2)=-3+2=-1
-2+ (=5)=-2-5=-7 4+ (-2)=4-2=2

3.- Resuelve:
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3.-2= -6 0-(-3)=20

-5-(-4)= 20 -1-(-=5)=15
4.- Resuelve:

100 : (-20) = -5 -4 :2= =2

-60 : (-10)= 6 -30:(-5)=6

5.- Resuelve las siguientes potencias:

27 = (2)-(2) =4 1) = (DD (~D(-1) = 1
(3) =(3)(3)(3) =-27  (-20)0 = I

6.- Resuelve las siguientes raices escribiendo todas las soluciones si hay mas de una:

9=+3 V-1=-1

7.- Resuelve
a) 2 -3-(-1)+(-2)=-2-3+1-2=1-2-3-2=1-7=-6
b)-(-3)-(-1)-5+(-6)=3+1-5-6=4 -1 = -7

8.- Resuelve:
a6 —(-7-10)=6 +7 +10 = 23
b)-5-(8-12)=-5 -8 +12 =12 -5 -8 =12 —-13 = -1

9.- Resuelva aplicando la propiedad distributiva:
a)6 - (-3 -6)=-18 -36 = -54
by-3 -(7-2)=-21 +6 = -15

10.- Resuelve las dos expresiones anteriores sin aplicar la propiedad distributiva.

a) 6 (-3 -6)=6-(-9 = —54
b)-3-(7-2)=-3-5=-15
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UNIDAD 3 SOLUCIONES CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- En el ascensor, ;con qué simbolo numérico esta representado el primer s6tano?
-1
2.- ;, Con qué simbolo numérico se representa la temperatura de 10 grados bajo cero?

- 10

3.- ;Sabrias resolver esta resta?

12 - 15 = -3

4.- ;Y esta suma?

4+ (-7) = -3

5.- (Sabrias encontrar un numero que sumado con el 5 nos diese 0?

5 45| =0

6.- En estos momentos, ademas de no tener nada, le debo a mi hermano 10 000 ptas. ;Cuanto
dinero tengo?

— 10 000 ptas.

7.- {Sabrias encontrar una segunda solucion a esta raiz cuadrada?

9 =3

9--3

8.-Escribe dos numeros que, sin ser decimales, sean menores que 0

—1 -2

9.- ;Sabes la solucion?

(-5)" =1

10.- /Y la de esta otra potencia?

4(71) = L =
4!

N
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1/2
1/3
1/4
1/5
1/6
1/7
1/8
1/9
2/3
2/5
2/
2/9
3/2
3/4

Unidad 4

Los Nitmeros Racionales .

3/7
4/3
5/6
2/3
3/5
4/5
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Alumno/a: Fecha:

UNIDAD 4 CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- ; Tienes alguna idea de lo que significa o puede significar el “ntimero racional”?

2.- Quiero tres cuartos de kilo de carne de ternera para guisar. ;Sabrias escribir con cifras esta
cantidad?

3.- Juan se come la mitad de una tarta y Pedro dos cuartos de la misma tarta, ;quién ha comido
mas cantidad de tarta?

4.- Las tres cuartas partes de los alumnos de una clase han aprobado. Si en la clase hay 28
alumnos, ;cuantos han suspendido?

5.- {Sabes por qué nimero se puede multiplicar a 4 para que el resultado sea 1?

6.- ;Sabes poner en forma de fraccion sencilla el siguiente ntimero?

1o
2

7.- {Qué fraccion es mayor?

8.- (Sabrias escribir la cantidad cuarto y mitad? ;Sabes a cuantos gramos equivale esta cantidad?

9.- He comprado medio kilo de almendras, cuarto de cacahuetes y tres cuartos de avellanas,
(cuantos kilos de frutos secos he comprado en total?

10.- Esto es la fotocopia de un d de loteria.
(Sabes por qué se llama asi?
El primer premio de este sorteo consiste en 600.000 €
En el supuesto que este premio recayese en este nimero.
(Qué premio corresponderia al poseedor de este billete?
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1.- NECESIDAD DE NUEVOS NUMEROS

Con los numeros enteros,
Z =4{.-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4,5, .}

no podemos resolver todas las operaciones.
Ejemplo:
Quiero repartir 5 tartas en dos partes iguales:
5:2 =27

No hay ningun niimero entero que sea la respuesta exacta de esta operacion.

Lo podemos resolver por aproximacion:
5 : 2 = 2 (aproximacion por defecto)
5 : 2 =~ 3 (aproximacion por exceso)
Pero para poder dar la respuesta exacta, necesitamos nuevos nimeros.
Necesitamos nimeros que nos permitan representar cantidades no enteras.

2.- LOS NUMEROS FRACCIONARIOS

Los numeros fraccionarios, los numeros quebrados, las fracciones o los guebrados (todas

estas expresiones equivalen al mismo concepto), son numeros que nos permiten representar

cantidades no enteras (y también las enteras).

Para ello nos valemos, a su vez, de dos numeros naturales separados por una rayita

horizontal.
a

b

El nimero de abajo (denominador), representa las partes iguales en que se ha dividido la

unidad.
El nimero de arriba (numerador), indica las partes que se consideran.

1
4

1 es el numerador
4 es el denominador
La fraccion se lee “un cuarto”
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W | D

5 es el numerador
3 es el denominador
La fraccion se lee “cinco tercios”

El numerador y el denominador son los términos de la fraccion.

3.- FRACCIONES PROPIAS E IMPROPIAS

Se llama fraccion propia a aquella fraccion cuyo numerador es menor que el
denominador.

Ejemplo:

2 “dos quintos”

También podemos decir que una fraccion es propia cuando es menor que la unidad.

z<l
5

En general serd una fraccion propia aquella fraccion que sea:
a
—<1
b

Se llama fraccion impropia a aquella fraccion cuyo numerador es mayor que el
denominador.

Ejemplo

7 6 __» o »

— Siete quintos

5

También podemos decir que una fraccion es impropia cuando es mayor que la unidad
U >1

5

En general sera una fraccion impropia aquella que sea:
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z>1
b

4.- FRACCIONES IGUALES A UN NUMERO NATURAL

Cuando el numerador es un multiplo exacto del denominador, la fraccién equivale al
numero natural correspondiente al cociente entre el numerador y el denominador.

Ejemplos:

4 .

5 =2 cuatro medios

21 e,

7 =3 veintiun séptimos

4

Z =1 cuatro cuartos

12

? =4 doce tercios

45 .

? =5 cuarentay cinco novenos
32 )

n =8 treintay dos cuartos

5.- NUMERO MIXTO

Las fracciones impropias se pueden escribir como la suma de un nimero natural y otra
fraccion propia.

Ejemplo:

6.- FRACCIONES EQUIVALENTES

El primer problema que plantean los nimeros fraccionarios es que, para representar una
misma cantidad, existen infinitas posibilidades:
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Decimos que

2

4
-

| W

1
2 2

Son fracciones equivalentes (que valen igual).

1
2

“Un medio = dos cuartos = tres sextos = cuatro octavos =...

7.- METODO PARA BUSCAR FRACCIONES EQUIVALENTES

Dada una fraccidon cualquiera, podemos buscar otras fracciones equivalentes a ella,
simplemente multiplicando a los dos términos de la fraccion por el mismo numero natural.

Ejemplos:

Busquemos fracciones equivalentes a

3

4

3 3.2 6 “seis octavos”’

4 4.2 8

3 _ 33 _ 9 “nueve doceavos”
4 4.3 12

3 - 3-4 - 12 “doce dieciseisavos”
4 4.4 16

3 35 15 o . . ”
== quince veinteavos
4 4.5 20

En general:

a_a-c

b b-c

A esta buisqueda de fracciones equivalentes multiplicando a los dos términos de la fraccién
por otro nimero natural se le denomina amplificar.
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8.- METODO GENERAL PARA SABER SI DOS FRACCIONES SON
EQUIVALENTES

El método més general para saber si dos fracciones son equivalentes, consiste en:

- Multiplicar el numerador de la primera fraccion por el denominador de la
segunda.

- Multiplicar el denominador de la primera fraccion por el numerador de la
segunda.

- Si los nimeros obtenidos son iguales, las fracciones son equivalentes. Si no lo
son, las fracciones no son equivalentes.

Ejemplos:

6_8 6-12 =172 9-8 =72
9 12

2.2 2-7 = 14 3:5=15
En general:

T_C sad=b-c

b d

9.- FRACCION SIMPLIFICADA O REDUCIDA

Dada una fraccion cualquiera, podemos intentar averiguar la fraccidbn que, siendo
equivalente, esta escrita con los términos mas pequenios posibles.

Ejemplo:
100 2
250 5

10.- METODO PARA AVERIGUAR LA FRACCION SIMPLIFICADA O
IRREDUCIBLE

El concepto de fraccion simplificada o irreducible es muy importante. Siempre
presentaremos las fracciones en su forma simplificada.

El método mas rapido para averiguar la fraccion simplificada es dividir el numerador y el
denominador por el M.C.D. de estos dos numeros.

El problema es que hay que averiguar este M.C.D. y, quiza, en este proceso, perdamos
cierto tiempo.
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Ejemplo: Queremos simplificar la fraccion:

100
250

Averiguaremos, por tanto, el M.C.D.(100 , 250)

Para ello, descomponemos en factores primos:

100 = 2252

250 = 2-5°

M.C.D.(100,250)= 2 -5* = 50

Dividiremos, por tanto, a los dos términos de la fraccion por 50:

100 100+50 2

250 250=50 5

Este método no es aconsejable a no ser, que conozcamos de antemano el M.C.D.

El método mas aconsejable es dividir al numerador y al denominador sucesivamente por
los primeros nimeros primos por los cuales ambos sean divisibles. Haciéndolo de forma
sistematica, es decir, no se pasa al 3 sin haber acabado con el 2. No se pasa al 5 sin haber
acabado conel 3 ...

100 100+2 50 50+5 10 10+5
250 250+2 125 125+5 25 25+5

2
5

El proceso se suele presentar sin indicar las operaciones que realizamos:

00_50 10 2
250 125 25 5

El proceso se termina cuando:
a) Los dos términos (numerador y denominador) son primos.

7

13

b) Uno de ellos es primo y el otro no es multiplo de ese primo.
>
8

¢) Ninguno de ellos es primo pero no tienen divisores en comun.
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6

25

Los tres casos se resumen en:
Una fraccion es irreducible cuando el numerador y el denominador son primos entre
si.

Cuando en el proceso de simplificacion, o en cualquier otro momento, el denominador de
una fraccion es 1, la fraccion equivale al nimero natural representado por el numerador.

16_8_4_2_,
8 4 2 1
En general:

a

—=aq

1

11.- FRACCIONES DE TERMINOS ENTEROS

Por extension se pueden considerar fracciones cuyo numerador y/o denominador sea
cualquier nimero entero.

El cero nunca puede estar en el denominador.

Son fracciones de términos enteros:

11.1.- SIMPLIFICACION DE SIGNOS
Una fraccion puede ser positiva, negativa o cero.

Fracciones de caracter positivo:

Son aquellas cuyo numerador y denominador son del mismo signo

3

3

-5

Si los dos términos son positivos, no hay ningtn problema, la fraccion ya esta simplificada
en cuanto a signos se refiere.

Si los dos términos son negativos, se eliminan los signos y la fraccion es equivalente a la
misma fraccion pero de términos positivos.
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-S_3
—7 7

Observa que esta igualdad es correcta, de acuerdo con la regla general para saber si dos
fracciones son equivalentes, presentada en el apartado 8.- de esta unidad didactica (pagina
114)

(=5)-7=(17)-5

En general, simplificaremos asi:

|
N

a
b

|
S

Fracciones de caracter negativo

Son aquellas cuyo numerador y denominador son de distinto signo.

Py 9o

-2 3
5 -

Si el término negativo es el numerador, la fraccion ya estd simplificada en cuanto a signos
se refiere.

Si el término negativo es el denominador, la fraccion es equivalente a otra fraccion con los
mismos términos en valor absoluto pero con el numerador negativo y el denominador
positivo.

Observa que se cumple que:
3:4=(4)-(-3)

En general simplificaremos asi:

También puede escribirse la fraccion con términos positivos y poner delante el signo
negativo:
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Estas dos tultimas expresiones se consideran igualmente simplificadas. Nosotros vamos a
optar por elegir la primera opcion.

Fracciones cero

Cuando la fraccion no es positiva ni negativa, entonces es cero y su simplificacion es
hacerla igual al numero natural y entero, cero.

12.- EL NUMERO RACIONAL

Se considera numero racional a cada una de las cantidades distintas que se pueden
representar utilizando fracciones de términos enteros.

1
2 -2

-3_3 _-6_6 _-9 9 -12_ 12 _
2 -2 4 -4 6 -6 8 -8
2_-2 4 -4 6 -6_8 -8 _

3 -3 6 -6 9 -9 12 —-12

El concepto de nlimero racional es bastante abstracto.
Por otro lado, para trabajar con nimeros racionales tenemos que hacerlo a través de las
fracciones que representan a ese niumero.

12.1.- REPRESENTANTE CANONICO DE UN NUMERO RACIONAL
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Es la fraccion reducida o simplificada que lo representa de acuerdo con la simplificacion
de signos que ya hemos visto en el apartado 11.1.- (pagina 116).

-1 2 -2 3 -3_

“2 4 -4 6 -6

1
2
La fraccion primera (1/2) es el representante candnico de este nimero racional.

-4 4 -8 8 -12 12 -16_

5 -5 10 —-10 15 —15 20

La fraccion —4/5 es el representante candnico de este otro numero racional.

A partir de este momento, hablaremos de nimeros racionales identificandolo con el
concepto de fracciones de términos enteros y aplicaremos las reglas de simplificacion ya
conocidas. A pesar de que esta identificacion no es del todo exacta tal como ya se ha
explicado.

13.- AMPLIACION DEL CAMPO NUMERICO: LOS NUMEROS RACIONALES

Recordemos los campos numéricos conocidos:
N=¢{0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9, 10, 11, ..}

Z = { ..-4,-3,-2,-1, 0, 1,2, 3, 4,5, ..}

Los nimeros enteros engloban y amplian los nimeros naturales:
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Los numeros colocados fuera del diagrama son nimeros no racionales (irracionales).
Para escribir el conjunto de los numeros racionales “entre llaves”, debemos definir antes el

conjunto de los nimeros enteros sin el cero: Z*

7 = { .., -3, -2, -1, 1, 2,3, ..}

Asi, el conjunto de los numeros racionales se puede definir asi:

Q={ ,an,beZ*}

a
b

El simbolo € , (pertenece a ...) indica que el elemento que va antes del simbolo pertenece
al conjunto que viene después del simbolo.
Para decir que “no pertenece a ...” escribimos el simbolo ¢.

Asi, podemos escribir:

-3eZ
-3ezZ*
4eN
-4¢N

14.- LAS DIVISIONES DE ENTEROS YA TIENEN SOLUCION

En el apartado 1.- observabamos como la division de 5 entre 2 no tenia solucion en el
campo de los nimeros enteros. Ahora, en el campo de los nimeros racionales, todas las
divisiones entre numeros enteros tienen solucion.

Cuando el dividendo no es multiplo del divisor la solucidén es un nimero racional cuyo
numerador es el dividendo y cuyo denominador es el divisor, simplificando si se puede.

En el problema planteado en el apartado 1.- habia que repartir 5 tartas en dos partes
iguales.

(Ver nota)
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5+2=§
2

La solucion: Cinco medias tartas para cada una de las partes.

Ejemplos:
5+10=i=l
10 2
—20+12:_—20:__1():__5 (Ver nota)
12 6 3
_40+(-15)=_20_40_8
-15 15 3
6 -6 -2
6+ —9 - - =
=9 -9 9 3

Nota: Cuando el resultado es una fraccion impropia (positiva o negativa), la solucion se
presenta como numero mixto, pero lo dejamos para mas adelante.( Ver apartado 23.-
pagina 130)

Cuando el dividendo es multiplo del divisor, la solucién es un numero entero. Pero también
en este caso la division se puede resolver a través del proceso de los nimeros racionales:

_25+5:__25:__5:_5
5 1

15.- OPERACIONES EN Q

Tal como ocurrid en la unidad anterior con los nimeros enteros, ahora tenemos que ver las
operaciones con los niimeros racionales. Lo Unico que hemos visto hasta ahora es la
division entre enteros cuyo resultado era un nimero racional.

16.- SUMA DE NUMEROS RACIONALES

16.1.- FRACCIONES CON EL MISMO DENOMINADOR
Es otra fraccion del mismo denominador y cuyo numerador es la suma de los numeradores.

En general:

a C a+c

— 4 —=
b b b

Ejemplos:
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1 7 8 4
—t—=—=—

6 6 6 3

—5 -2 -7
- =

9 9 9
s, -i_-6__,
6 6 6

16.2.- FRACCIONES DE DISTINTO DENOMINADOR

Para sumar dos fracciones de distinto denominador debemos pasar ambas a comun
denominador: Es decir, tenemos que buscar otras dos fracciones que sean equivalentes a
cada una de ellas respectivamente pero que estén escritas con el mismo denominador.

Para ello contamos con dos procedimientos:

Procedimiento 1

1°.- Averiguamos el m.c.m. de los dos denominadores.

2°.- Este nimero sera el denominador comun de las dos nuevas fracciones.

3°.- Vemos por qué numero habria que multiplicar al denominador de la primera
fraccion para obtener el denominador comun. (Dividiendo).

4° - Multiplicamos al numerador de la primera fraccion por ese nlimero y
obtenemos el numerador de la fraccion equivalente a la primera.

5°.- Repetimos los pasos 3°.- y 4°.- con la otra fraccion.

6°.- Resolvemos la suma de fracciones del mismo denominador.

Ejemplo:
H,-7.
6 10

Hay que buscar una fraccion que sea equivalente a 11/6 y otra equivalente a — 7/10 pero
que estén escritas con el mismo denominador.

Paso 1°.- Averiguamos el m.c.m. de 6 y 10:

6=2-3
10=2-5
m.cm.(6,10)=2-3-5=30
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Paso 2°.-

11 -7
_+_:
6 10

b

3030
Paso 3°.-
30-6=5
Paso 4°.-

11-5=55
11 -7
_+_:
l6 10
55

_+_:
30 30

Paso 5°.-

30+10 =3
~7.3=-21
11 -7
_+_:
6 10

5 =21
_+_:
30 30
Paso 6°.-

11 -7
_+_:
6 10

v ooy
5. -21 34 17
30 30 30 15

El Unico problema de este procedimiento es que, a veces, cuesta un poco la obtencion del
m.c.m.
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PROCEDIMIENTO RAPIDO PARA LA OBTENCION DEL m.c.m.

Dados dos nameros:

a)
b)
c)
d)

e)
f)
2

h)

Elegimos el mayor.

Nos preguntamos ;es multiplo del menor?

Si la respuesta es SI. Ese ntimero es el m.c.m. de los dos.

Si la respuesta es no, buscamos el siguiente multiplo de ese nimero multiplicandolo
por dos.

Volvemos a preguntar: ;es multiplo del menor?

Si la respuesta es SI, ese nimero es el m.c.m.

Si la respuesta es no, buscamos el siguiente multiplo de ese nimero multiplicandolo
por tres.

Volvemos a preguntar ;es multiplo del menor?

Repetimos el proceso hasta que obtengamos un SI.
Ejemplo:
m.c.m.( 10, 12)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
2
h)
i)
j)

Elegimos el mayor: 12

(Es multiplo 12 de 10?. No

El siguiente multiplo de 12 es 24. (12-2=24)
(Es 24 multiplo de 10?. No

El siguiente multiplo de 12 es 36 (12-3=36)
(Es 36 multiplo de 10?. No

El siguiente multiplo de 12 es 48 (12-4=48)
(Es 48 multiplo de 10?. No

El siguiente multiplo de 12 es 60 (12 -5=160)
(Es 60 multiplo de 10? SI

m.c.m. (12,10)=60

En general:

(m+b)-a+(m+d)-c (m+b)-a+(m+d)-c

a c
_+_
b d

m m m

Siendom el m.cm. (b, d)

Procedimiento 2.-

La idea inicial es la misma: Convertir ambas fracciones en otras equivalentes,
respectivamente, a cada una de ellas, pero que tengan el mismo denominador.
Y, para evitar el calculo del m.c.m., se procede de la siguiente forma:

a)
b)

¢)

Se multiplican los dos términos de la primera fraccion por el denominador de la
segunda fraccion, obteniéndose los términos de la nueva primera fraccion.

Se multiplican los dos términos de la segunda fraccion por el denominador de la
primera fraccion, obteniéndose los términos de la nueva segunda fraccion.

Se suman las nuevas fracciones ya con el mismo denominador.
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Ejemplo:
n,.-7_
6 10

10, 42 68 34_17
60 60 60 30 15

En general:
a ¢ a-d c¢b a-d+c-b
b d b-d d-b b-d

Este segundo procedimiento parecerd mas facil a algunos de los alumnos, en cambio, es
preferible el primero porque es bueno acostumbrarse al manejo del m.c.m. y, porque hay
algunos casos en que este segundo procedimiento no tiene ninguna ventaja. Por ejemplo,
cuando un denominador es multiplo del otro.

Veamos un caso practico comparando ambos procedimientos:

]

10 2

Procedimiento 1.-

-7 =5 =7 =25 =32 -16
10 2 10 10 10 5

Procedimiento 2.-

~7,-5_-14 -50_-64_-32_-16
10 2 20 20 20 10 5

Cuando uno de los nimeros a sumar es un nimero entero, lo convertimos en la fraccion
equivalente colocando el entero como numerador y el 1 como denominador. Tal como ya
se vio al final del apartado 10.- pagina 116.

a
a=—
1

Ejemplo:

2 -8 2 —-40 2 -38
5 1 5 5 5 5
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En general, siempre que en una operacion, uno de los operandos sea un numero entero,
podemos realizar esta transformacion en la fraccion equivalente.

17.- RESTA DE NUMEROS RACIONALES

Para restar dos nimeros racionales, sumaremos a la primera fraccion el opuesto de la
segunda.

Elopuestode % es la fraccion _73

-2 2
Elopuestode =5 esla fracc1(')n§
En general:
a —a -a a
Elopuestode —es — elopuestode — es —
P b b yEop b b

Ejemplos:

3 1 -3 -1 -6 -1 -7

=t —=—t—=
5 10 5 10 10 10 10

1 -5 -1 5 -3 20 17

_ - —=—
8 6 8 6 24 24 24

En general:

—C

_c_4,.-¢
b d

a_c
b d

18.- PRODUCTO DE NUMEROS RACIONALES

El producto de dos numeros racionales es otra fraccion que tiene como numerador el
producto de numeradores y como denominador el producto de los dos denominadores

Ejemplos:
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-3 o7 2 7

5 6 30 10

423412
1

W | W
W | W

En general:

o | S

ab
b-c

S| Q

19.- COCIENTE DE NUMEROS RACIONALES

Para dividir dos nimeros racionales, multiplicaremos a la primera fraccion por el inverso

de la segunda.

La fraccion inversa de una dada es otra fraccion con los términos invertidos, es decir,

cambiando el numerador por el denominador y viceversa.

.. a b
Lafraccion inversade —es—
a

Asi:

4,724 5 _20_-20_ -10

375 3 -2 -6 6 3

En general:

d_ad
C

a a_
b b-c

S RN
Qo

Otro procedimiento para resolver una division consiste en

- Multiplicar el numerador de la primera fraccion por el denominador de la

segunda y colocar el resultado en el numerador de la fraccion solucion.

- Multiplicar el denominador de la primera fraccion por el numerador de la
segunda fraccién y colocar el resultado en el denominador de la fraccion

solucion.

Este procedimiento es mas rapido pero menos interesante desde el punto de vista

matematico.
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20.- POTENCIACION DE NUMEROS RACIONALES

20.1.- BASE RACIONAL Y EXPONENTE NATURAL

Cuando el exponente es 1, el resultado coincide con la base:

-3
11 11 11

En general:

En general:

ok

20.2.- BASE RACIONAL Y EXPONENTE NEGATIVO

En la unidad 3, apartado 14.3.- (pagina 89), vimos la siguiente formula:
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1
L0

n

a

Ahora podemos aplicar esta misma formula para una base racional, en vez de entera:

b

(%j —" (;J"

Y vamos a realizar las operaciones para intentar llegar a una expresion mas sencilla:

La potencia de base racional y exponente negativo es igual a la potencia que tiene como
base la fraccion inversa y como exponente el opuesto del exponente.

20.3.- POTENCIA DE BASE RACIONAL Y EXPONENTE RACIONAL

Estas potencias sobrepasan el objetivo de este curso. No obstante, a titulo de curiosidad, se
definen asi:

21.- RADICACION DE NUMEROS RACIONALES

Las unicas raices de nimeros racionales que se trabajan un poco en este curso son las
raices de radicando racional e indice natural

i/E—Jrg orque (%)Z—z—i también (_gjz_(__zjz_(—ﬂz_ﬂ
9 3 POt 3 32 9 Y 3 3 32 9
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En general:
o
b b

22.-EL NUMERO MIXTO

Las fracciones impropias son aquellas que, en valor absoluto, son mayores que la unidad.
Por tanto pueden escribirse como una parte entera sumada a una parte racional menor, en
valor absoluto, a la unidad. Es lo que se conoce como nimero mixto (parte entera y parte
racional) y se suele escribir la parte entera seguida de la racional sin ningun signo ni
espacio:

Ejemplo:
2:§+§:4+§:4§

5 5 5 5 5

-7 - -2 o -2 (2
3 3 3 3

En los ultimos afos, habia caido un poco en desuso el nimero mixto. Ahora vuelve con
fuerza a utilizarse. Una de las razones es que las calculadoras que tienen la funcién de las
fracciones presentan siempre el resultado final como niimero mixto aunque los datos se
hayan introducido como fracciones impropias.

23.- METODO ABREVIADO PARA CONVETIR UNA FRACCION IMPROPIA EN
NUMERO MIXTO.

23.1.- Fraccion positiva.
- Se divide el numerador entre el denominador dejando el resto.
- El cociente de la division es la parte entera del nimero mixto.
- La parte racional es una fraccion cuyo numerador es el resto y cuyo
denominador es el divisor.

Ejemplo:

19 _ 19 6
6 1 3
19_51

6

23.2.- Fraccion negativa
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Se actuia como si fuese positiva y se coloca el signo menos delante del nimero mixto

24.- METODO PARA CONVERTIR UN NUMERO MIXTO EN FRACCION

Para transformar un numero mixto en fraccion se multiplica la parte entera por el
denominador y se le suma el numerador. El resultado obtenido es el numerador de la
fraccion impropia. El denominador es el mismo que el de la parte racional del nimero
mixto.

Ejemplo:

5_4-7+5_33

7 7 7
_g2_ 83+2 26 _-26

3 3 3 3

En general:

b_a-c+b

c c

Nota: El hecho de que se haya dejado de trabajar con los niumeros mixtos es porque
dificulta las operaciones. Es mas facil operar con las fracciones impropias.

Como recomendacion es preferible pasar los nimeros mixtos a fracciones para trabajar con
ellas. En cambio es aconsejable al dar la solucion, hacerlo siempre con nimeros mixtos si
la fraccion es impropia. Asi, en el apartado 14.- de esta unidad se planteaban unas
divisiones de nimeros enteros cuya solucidén era un nimero racional que no se dejaria
como fraccion impropia sino que pasaria a nimero mixto:

) La solucion es dos tartas y media. Ver apartado 14.- pagina 120
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-20 -10 -5 2

—20+12=— =T -T2
2 6 3 3
—40+(—15)=_—40=ﬂ=§=23
-15 15 3 3

Y asi con todos los resultados que se han ido obteniendo a lo largo de las operaciones que
se han efectuado en esta unidad.

25.- LA FRACCION COMO OPERADOR

25.1.- La fraccion de una cantidad

Problema:
Si una tarta pesa 1 200 gr. ;Cuanto pesaran los ¥ de la tarta?

1200 +4 =300 gr. pesa i de tarta.

300-3 =900 gr. pesan los % de la tarta

Solucion:
Los % de la tarta pesan 900 gr.

Para obtener la fraccion de una cantidad, se divide la cantidad por el denominador y el
resultado se multiplica por el numerador.

Pero como el orden al ejecutar la multiplicacion y la division es indiferente, se suele
preferir hacer al revés, es decir, se multiplica la cantidad por el numerador y se divide por
el denominador.

Al hacerlo de esta ultima forma, es como si se multiplicase la fraccion por el niamero
natural.

dec=2.o=2.c_4¢
1 b

a
b

S Q

a
b

25.2.- La fraccion de otra fraccion

Problema:
Los 2/5 de la poblacion activa de un pais estan en el paro. De ellos, los % llevan
mas de un afio en esa situacion. ;Qué parte de la poblacion activa lleva en el
paro mas de un ano?
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63
2010

Solucion:
Los 3/10 de la poblacién activa estan en el paro llevando en €1, més de un afio.

Resolucion grafica:

Esto es los 2/5 de la unidad:

Esto es los % de los 2/5:

Y, como se comprueba facilmente, esto representa los 6/20 de la unidad:
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O, lo que es lo mismo, los 3/10:
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PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 4

Alumno/a: Fecha:

1.- Resuelve las siguientes operaciones con fracciones simplificando y pasando a nimero
mixto si la fraccion resultado es impropia
1 4

-+ — =
10 15

Angel Ricardo Puente Pérez 135



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

2.- Resuelve las siguientes divisiones de numeros enteros escribiendo su resultado en
forma de fraccion:

10+4=
-20+6=
35+(-14)=

—5+(=10)=

3.- Convierte los siguientes nimeros mixtos en fraccién impropia:

4.- Resuelve las siguientes potencias:

o
o

5.- De un tonel lleno se sacan los 2/5. Mas tarde, se venden los 5/6 de lo que quedaba. Si
todavia quedan en el tonel 30 1. ;Cuantos litros habia al principio? ;Qué fraccion del tonel
se ha quedado sin sacar?
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ORIENTACIONES GENERALES

1.- INTRODUCCION.

Una de las primeras consideraciones que queremos hacer es la importancia, tal como se
dijo en las orientaciones de la unidad 2, de “hablar”, de leer las expresiones y operaciones
numeéricas.

En lo que concierne a esta unidad, la lectura de las fracciones debe hacerse con rigor desde
el primer momento. Se evitard hacer la lectura como si fuese una division: Es decir se
evitara leer “a partido por b al ver la fraccion a/b. Como no existe otra forma de leerlo
emplearemos la expresion “a raya b”. Esto nos parece importante para diferenciar el
concepto niumero fraccionario con el concepto division entre nimeros enteros. Aunque,
logicamente, el resultado de ambas expresiones coincide.

Esta misma forma de lectura se empleard en aquellas fracciones con denominador 1, o
nimero negativo:

3/1 “tres raya uno”
2/-3  “dos raya menos tres”
etc.

2.- FRACCIONES IMPROPIAS. NUMERO MIXTO.

El concepto de fraccion impropia es importante. La escritura de las fracciones en forma de
nimero mixto se habia dejado de trabajar en los ltimos afios.

El hecho de la internacionalizacion de las Matematicas, el uso de las calculadoras, ... hace
que se vuelva al trabajo del nimero mixto.

Todas las calculadoras cientificas que operan con fracciones simplifican los resultados al
nimero mixto correspondiente si este resultado es una fraccion impropia.

Serd importante, una vez trabajado de acuerdo al ritmo sugerido en la Unidad, ver las
formas en que las distintas calculadoras presentes en la clase se enfrentan con la forma de
trabajar y presentar los resultados fraccionarios.

3.- SIMPLIFICACION DE TERMINOS.
Es importante acostumbrar al alumno a realizar la simplificacion, dividiendo por los
primeros primos, de forma ordenada.

4.- NUMERO RACIONAL.

Tal como ya se dice en la propia Unidad, se identifica el término niimero racional con el de
fraccion de términos enteros, lo cual no es del todo exacto. Nos permitimos esta licencia
para simplificar la terminologia.

5.- EL NUMERO RACIONAL COMO RESULTADO DE UNA DIVISION DE
ENTEROS.
Es una idea importante que sorprende a muchos de los alumnos.

2
2+3= 3 "dos dividido por tres es igual a dos tercios"”

El porqué de esta sorpresa viene, probablemente, del poco uso que se hace de las
fracciones. Las fracciones no estan incorporadas al bagaje operacional del alumno. Al

Angel Ricardo Puente Pérez 137



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

realizar la division propuesta, el alumno tendera a encontrar el decimal correspondiente. Es
importante trabajar esta coincidencia y, eventualmente, comprobar que el resultado
conseguido es el mismo. Aunque este proceso se tratara de forma ordenada y profunda en
la unidad 5

De momento es importante observar como los numeros racionales resuelven el problemas
de las divisiones de enteros que no tenian solucidon exacta en el campo de los enteros.

6.- SUMA DE FRACCIONES.

El pasar a denominador comin es uno de los procesos que requiere mas tiempo. Es
importante ahondar en la idea de que para sumar fracciones con denominadores distintos
hay que hacerlo buscando otras fracciones equivalentes que si que estén escritas con el
mismo denominador. Por eso hay que huir de expresiones mecéanicas que no trabajen este
proceso. Una de ellas puede ser ésta:

a c_a d+b-c
b d b-d

Si trabajamos la suma asi, probablemente el alumno aprendera a sumar pero no sabrd muy
bien ni lo que hace ni por qué lo hace que es el principal objetivo del pensamiento
matematico: No importa tanto saber operar como entender la operacion.

Hacemos hincapié en este proceso porque muchos alumnos mayores recordaran esta forma
de operar y, presentardn cierta resistencia a aprender otro algoritmo. El profesor debera
recoger los conocimientos y experiencias previos de cada uno de los alumnos y, partiendo
de este conocimiento y respetando y valorando todas las aportaciones, deberd trabajar
intentando que los alumnos entiendan los conceptos y los procesos. Muchas veces
enfrentar dos formas de hacer las cosas puede ser una importante fuente de conocimiento.

7.- RESTA.

Se presenta como la suma del opuesto.

El concepto de nimero opuesto es muy importante. Ya se trabajo asi en la unidad anterior.
Ahora no tiene que haber mayor problema.

8.- DIVISION.

Se define como el producto por el inverso. La idea de inverso es nueva. Es un concepto
muy importante que hay que explotar. Por eso es mucho mas interesante la definicion de
division como producto por el inverso que la forma tradicional de multiplicar los términos
de las dos fracciones en cruz.

9.- LA FRACCION COMO OPERADOR.

Es una de las aplicaciones practica mas interesantes de la unidad. Si dispusiésemos de
tiempo se le podria dedicar mdas atencion. No obstante, tal como se indica en la
justificacion de la eleccion de los contenidos, se ha optado, para este 5° curso de la EBA,
por los niimeros y las operaciones. El trabajo con situaciones problematicas en las que
haya que trabajar con las fracciones como operadores se deja para mas adelante.
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PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 4

1.- Resuelve las siguientes operaciones con fracciones simplificando y pasando a niimero
mixto si la fraccion resultado es impropia

b4 3,8 1
10 15 30 30 30

-5 -3 -8
8 8 8
7 -4 7 7 8 15 3

T ,_7.2_7 -2_7 -30_-23_ 8
15 5 1 15 1 15 15 15 15
3573515 43
41
c.2_02_12_,2
5 15 5
3.-2.33_9 _-9
53 5-2 —10 10
=2 ,_-2.3_-21_=-2
7 771 7 3 21

4 2

Py
9 3
-8 -2

3 =
27 3
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2.- Resuelve las siguientes divisiones de numeros enteros escribiendo su resultado en
forma de fraccion:

10:4=10_3_,1
4 2 2
_20:6=_20_710_ 51
6 3 3
35_(_14):£:__35:__5:_ 1
-14 14 2
_5_(_10):__52321
-10 10 2

5.- De un tonel lleno se sacan los 2/5. Mas tarde, se venden los 5/6 de lo que quedaba. Si
todavia quedan en el tonel 30 l. ;Cuantos litros habia al principio? ;Qué fraccion del tonel
se ha quedado sin sacar?

Se saca los 2/5:
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Se sacan los 5/6 del resto y quedan 30 1.

S
ES)
S
=
Q
¥
S
~

30 -10 =300 1.

Se ha quedado sin sacar 1/10 del tonel

141
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UNIDAD 4 SOLUCIONES CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- ; Tienes alguna idea de lo que significa o puede significar el “ntimero racional”?
Es, mas o menos, el equivalente a los antiguos “quebrados” o a los mas nuevos
“numeros fraccionarios”

2.- Quiero tres cuartos de kilo de carne de ternera para guisar. ;Sabrias escribir con cifras esta
cantidad?
3/4

3.- Juan se come la mitad de una tarta y Pedro dos cuartos de la misma tarta, ;quién ha comido
mas cantidad de tarta?
Han comido los dos la misma cantidad

4.- Las tres cuartas partes de los alumnos de una clase han aprobado. Si en la clase hay 28
alumnos, ;cudntos han suspendido?

Han suspendido 7 alumnos.

5.- {Sabes por qué nimero se puede multiplicar a 4 para que el resultado sea 1?
Hay que multiplicarlo por % o por el decimal 0,25

6.- ;Sabes poner en forma de fraccion sencilla el siguiente ntimero?

1—= Equivale a la fraccion 3/2
2

7.- {Qué fraccion es mayor?

Es mayor la fraccion 1/2

8.- (Sabrias escribir la cantidad cuarto y mitad? ;Sabes a cuantos gramos equivale esta cantidad?
Y% + 178 = 3/8 Son 250 + 125 = 375g.

9.- He comprado medio kilo de almendras, cuarto de cacahuetes y tres cuartos de avellanas,
(cuantos kilos de frutos secos he comprado en total?
He comprado 1 kg. y medio de frutos secos

10.- Esto es la fotocopia de un décimo de loteria.
(Sabes por qué se llama asi? Es la décima parte del numero
El primer premio de este sorteo consiste 600.000 €.
En el supuesto que este premio recayese en este nimero.
(Qué premio corresponderia al poseedor de este billete? 60.000 €

600.000 _ 60.000 €
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Alumno/a: Fecha:

UNIDAD 5 CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- ;, Sabes lo que significan los datos de la pantalla de esta calculadora ?

(Y los datos de esta otra ?

Lo 1 o
2.- { Sabes como se puede escribir 5 de forma no fraccionaria ?

3.- ; Qué numero es mayor: 1,5 6 1,125 ?
4.- ; Te suenan de algo los decimales periddicos ?

5.- En la pantalla de una calculadora aparece:
Al multiplicar a esa cantidad por 3 ;, qué crees que va a salir ?
6.- ;, Sabrias hacer “de cabeza” ?:
8+0,25=
7.- {, Por qué nimero habria que multiplicar al 10 para que saliera 5 ?
10- =5

8.- { Sabes que diferencia hay entre décima y decena ?
9.- ;, Conoces algin nimero decimal que sea exactamente igual a un nimero natural ?

10.- ;, Por qué niimero habria que dividir a 4 para que saliera 8 ?

4+ =8
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1.- DOS CARACTERISTICAS DE LOS NUMEROS RACIONALES

1.- En general, las fracciones no estidn construidas en el sistema decimal.

Ejemplos:

-3

b b b

1
7
Se llaman fracciones decimales a aquellas fracciones cuyo denominador es una potencia

de 10 :

13 o107
1000~

2 b

10" 100
Las fracciones decimales estan escritas en base decimal.

2.- Su escritura no es horizontal.

Nuestra escritura se realiza en lineas horizontales y de izquierda a derecha. En cambio, las
fracciones se escriben en vertical y de arriba a abajo.

Esta contradiccion entre ambos tipos de escritura se ha intentado resolver inclinando la
raya de separacion entre el numerador y el denominador.

Cuando la fraccion es sencilla, la solucién es buena:

1
- ién |
5 o también A

-3
., _ 3
—4 o también A

Pero cuando se trabaja con nimeros mixtos:
5
2=
7
O realizamos determinados calculos y operaciones con fracciones:

1+5

7
Esta solucion ya no es valida.

2.- LAS FRACCIONES DECIMALES
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Puesto que todas las fracciones se pueden amplificar, vamos a intentar convertir las
fracciones ordinarias en otras equivalentes pero que estén escritas con denominador
potencia de 10:

10, 100, 1.000, 10.000,...

Asi:

Ejemplo a)
1_B5_ 5

2 25 10
Ejemplo b)
313 132 2
5 5 5.2 10

A veces, no se consigue el denominador 10 pero si el 100:
Ejemplo ¢)

1 13 13-25 325

3=

4 4 4.25 100
Ejemplo d)

~7 —-7-4 -28

25 25-4 100
Ejemplo e)

11112 =22
50  50-2 100

Ejemplo f)

|1l _311_311.5 1555
20 20 20-5 100

A veces, no se consigue el denominador 100 pero si el 1.000:

Ejemplo g)
5_5-125 625
8 8&-125 1000
Ejemplo h)
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1 1

-25 25

40 40-25 1000

Ejemplo i)
) 61 461 _461-5 2305
200 200 200-5 1000
Ejemplo j)
3 3-2 6

500 500-2 1000

3.- LOS NUMEROS DECIMALES

Recordemos cOmo se escribia un nimero entero:

Por ejemplo: 4 325

Significa que tenemos 5 unidades 5de 1
2 decenas 2 paquetes de 10
3 centenas 3 paquetes de 100
4 millares 4 paquetes de 1000

Lo volvemos a escribir de tal forma que aparezca el valor de cada una de las unidades
encima de la cifra:

1000

100 10 1

4

3 2 5

Pues bien, para expresar cantidades fraccionarias, escribiremos nuevas cifras a la derecha
de la cifra de las unidades:

La primera casilla estard ocupada por la cifra de las décimas o partes de la
unidad dividida en diez partes iguales.

La segunda casilla estard ocupada por la cifra de las centésimas o partes de la
unidad dividida en cien partes iguales.

La tercera casilla estard ocupada por la cifra de las milésimas o partes de la
unidad dividida en mil partes iguales.

La cuarta casilla estard ocupada por la cifra de las diezmilésimas o partes de la
unidad dividida en diez mil partes iguales.

La quinta casilla .... cienmilésimas.

La sexta casilla ... millonésimas.

La séptima casilla ... diezmillonésimas.
La octava casilla ... cienmillonésimas.

El “esqueleto” seria éste:

10.000

1.000 | 100 10 1 1/10 | 1/100 | 1/1.000 | 1/10.000 | 1/100.000
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Como, légicamente, el “esqueleto” no lo escribiremos encima del nimero, es necesario
marcar la posicion de las unidades: Esto se soluciona colocando una coma entre la
posicion de las unidades y la de las décimas.

Nota: La escritura anglosajona no pone coma sino punto.
En las calculadoras deberemos marcar el punto para separar
unidades y décimas.

Vamos a retomar cada una de las fracciones del apartado 2.- y las vamos a ir colocando en
el “esqueleto”:

Ejemplo a)

1_5

2 10
1 1/10
0, 5

Es necesario colocar el 0 en las unidades para sefialar la posicion de las mismas.

l:0,5

2

Ejemplo b)

3 _13_26
5 5 10

En este caso como el numerador es mayor que el denominador, podemos descomponer la
fraccion en otras dos: La primera con el numerador multiplo de diez mayor posible y la
segunda con el resto:

3 26 20 6
2.=10"10 1

10 1010
Ahora simplificamos la fraccion 20/10 al nimero natural 2:

26_20 6 _,. 6

23—— +—=2+—
5

10 10 10 10

Lo escribimos en el “esqueleto™:

1 1/10
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NI
5 5

Nota: Observa como la cifra de las unidades se corresponde con la parte entera del nimero
mixto.

Ejemplo ¢)
113 35
4 4 100

De nuevo, como en el caso anterior, al ser 325>100, lo descomponemos. Lo tinico que
ahora, al haber tres cifras, lo descomponemos en tres fracciones:

1 13 325 300 20 5
o=

=——= -
4 4 100 100 100 100

Simplificando por 10 siempre que se pueda se obtiene:

31_2_325_300 20 5 2 5

4 4 100 100 100 100 10 100

Lo escribimos en el “esqueleto’:

1 1/10 | 1/100

3L B35
4

Ejemplo d)

-7_-28_ 28 (20 8)_ (2 8
25100 100 (100 100) \10 100

Lo escribimos en el “esqueleto”:

1 1/10 | 1/100

Ejemplo e)
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-11_-22 22 (20 23_ (2 2
50 100 100 100 100 10 100

Lo escribimos en el “esqueleto’:

1 1/10 | 1/100

-0 2 2
_—Hz—o,zz
50
Ejemplo f)
11 311 1555 1000 500 50 5 5
I5—= = = + + + = S+—+—
20 20 100 100 100 100 100 10 100
Lo escribimos en el “esqueleto”
10 1 1/10 | 1/100
1 5, 5 b
15£:£:15,55
20 20
Ejemplo g)
§_625_600+20+5_£i 5
8 1000 1000 1000 1000 10 100 1000
Lo escribimos en el “esqueleto”:
1 1/10 | 1/100 | 1/1000
0, 6 2 5
E:0,625
8
Ejemplo h)

1_25 20 5 _ 2 5
40 1000 1000 1000 100 1000

Lo escribimos en el “esqueleto”:
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. 0,025
40
Ejemplo i)

, 61 _461_2305_2000 300 5

200 200 1000 1000 1000 1000

Lo escribimos en el “esqueleto’:

, 61 _461

= =2,305
200 200

Ejemplo j)

Lo escribimos en el “esqueleto’:

1 1/10 | 1/100 | 1/1000
0, 0 2 5
3,3
10 1000
1 1/10 | 1/100 | 1/1000
2, 3 0 5
1 1/10 | 1/100 | 1/1000
0, 0 0 6

Asi, los nimeros decimales son la nueva forma de escribir los nimeros racionales.

Se pueden leer de diversas formas:

0,5
- Cero coma cinco
- Cero con cinco
- Cinco décimas
2,6

- Dos coma seis

- Dos con seis

- Dos unidades y seis décimas
- Dos con seis décimas
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3,25
- Tres coma veinticinco
- Tres con veinticinco
- Tres unidades y veinticinco centésimas
- Tres con veinticinco centésimas
- Tres unidades, dos décimas y cinco centésimas

-0,28
- Menos cero coma veintiocho
- Menos cero con veintiocho
- Menos veintiocho centésimas

-0,22
- Menos cero coma veintidos
- Menos cero con veintidos
- Menos veintidos centésimas

0,625
- Cero coma seiscientas veinticinco
- Cero con seiscientas veinticinco
- Seiscientas veinticinco milésimas

0,025
- Cero coma cero veinticinco
- Cero con cero veinticinco
- Veinticinco milésimas

2,305
- Dos coma trescientas cinco
- Dos con trescientos cinco
- Dos unidades con trescientas cinco milésimas
- Dos con trescientas cinco milésimas

0,006
- Cero coma cero, cero, seis
- Cero con cero, cero, seis
- Seis milésimas
Los nimeros decimales se escriben:
- En el sistema decimal.
-  Deizquierda a derecha
Resolviendo asi, las dos dificultades que presentaban los nimeros racionales ( ver apartado
1.-)

El problema se nos plantea ahora con algunos numeros racionales que, por mucho que lo
intentemos, no podemos pasarlos a fraccion decimal:

Ejemplo:
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2

3

No puedo pasarlo a fraccién con denominador 10 3-72=10
Tampoco puedo pasarlo a denominador 100 3-72=100
No puedo pasarlo a denominador 1000 3-7=1000

Para buscar la expresion decimal de estos nimeros racionales, acudimos a una importante
propiedad de los numeros racionales:

4.- IDENTIFICACION ENTRE NUMERO RACIONAL Y COCIENTE.

Un numero racional se puede considerar como el resultado (cociente) al realizar la division
entre el numerador y el denominador.

Ejemplo:

Elntimero racionalz es:

A cadauna de las partesle corresponden % de la unidad.

Luego podemosescribir:3 +4 = %

( Tres dividido entre cuatro es igual a tres cuartos ).

Esta es la razon por la que, muchas veces, al ver % leemos “tres partido por cuatro” en
lugar de “tres cuartos”.

5.- EXPRESION DECIMAL DE LAS FRACCIONES NO DECIMALES.
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Para buscar la escritura decimal de las fracciones que no podian ser pasadas a fraccion
decimal, se divide el numerador por el denominador obteniendo cifras decimales en el
cociente.

Ejemplo 1)
Buscar la expresion decimal del niumero racional 2/3:

1.- Realizo la divisidon de 2 entre 3:
2 3

2.- Le corresponden 0 unidades a cada parte y sobran las dos unidades
enteras.

2 N

0

3.- (Qué hacemos con las dos unidades sobrantes?
Las convertimos en décimas.
Como cada unidad tiene diez décimas, tendremos 20 décimas.

20 3

0

4.- Repartimos esas 20 décimas.
A cada parte le corresponden 6 décimas y sobran dos.

20 3

2 0,6

5.- (Qué hacemos con esas dos décimas que sobran?
Las convertimos en centésimas.
Como cada décima tiene diez centésimas, tendremos 20.

20 3

20 0,6

6.- Repartimos esas 20 centésimas.
A cada parte le corresponden 6 centésimas y sobran dos.
20 3
20 0,66
2

7.- {Qué hacemos con esas 2 centésimas?
Las convertimos en milésimas.
Como cada centésima tiene diez milésimas, tendremos 20.
20 3
20 0,66
20

8.- Repartimos esas 20 milésimas.
A cada parte le corresponden 6 milésimas y sobran 2.
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20 3
20 0,666
20
2

9.- Como puedes observar, en el cociente se repite “infinitamente” la
cifra 6.
Podemos escribir:

2 =0,6666...
3

Pero existe un simbolo para indicar que el 6 se repite

infinitamente.

Es una especie de “gorro” colocado encima de la cifra o de las cifras
que se repiten, en este caso el 6:

z=0,8
3

El decimal 0,6 es un decimal periddico.

La cifra que se repite, en este caso el 6, es el periodo.

Ejemplo 2)
Buscar la expresion decimal del namero racional 5/6:

1.- Realizamos la division hasta observar qué cifra o cifras se repite:

50 6
20 0,8333...
20

20

2.- En este caso obtenemos 8 en la posicion de las décimas y 3 en las
siguientes posiciones.

3.- El periodo es, por tanto, el 3.

S_ 0,83
6

Ejemplo 3)
Buscar la expresion decimal del numero racional 2/11

1.- Realizamos la division:

20 11
090 0,18181...
020

090
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020
090

2.- En este caso observamos como el periodo esta formado por dos cifras:

zz0,18
11

6.- GENERALIZANDO

Podemos aprovechar esta identificacion entre nimero racional y division para aplicarlo
siempre que queramos pasar un numero racional a decimal, sea el racional del tipo que sea.
Asi, dividiremos el numerador entre el denominador y, a veces, el resultado sera un
numero decimal exacto:

s
2
L
5

Y, a veces, el resultado es un decimal periodico

2_06

3

17 _ 2,428571
7

S_ 0,83

6

7.- TIPOS DE DECIMALES PERIODICOS.

7.1.- DECIMALES PERIODICOS PUROS.
Cuando el periodo comienza justo después de la coma. Es decir, no hay cifras decimales
que no formen parte del periodo.

0,6
0,18
2,428571

7.2.- DECIMALES PERIODICOS MIXTOS.
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Cuando el periodo no comienza justo después de la coma. Es decir, hay cifras decimales
que no forman parte del periodo: Anteperiodo.

0,83
3,6541
278,7432

8.- PROCESO INVERSO: BUSCAR LA EXPRESION RACIONAL DE UN
NUMERO DECIMAL

Ahora vamos a tratar de encontrar la expresion racional de un nimero decimal. A este
proceso se le suele denominar: Buscar la fraccion generatriz, es decir, la fraccion que
genera, que crea, al decimal que me han dado.

8.1.- DECIMAL EXACTO

En este caso multiplicaremos al decimal por la unidad seguida de tantos ceros como sea
necesario para eliminar la coma. El resultado obtenido lo colocaremos en el numerador.
En el denominador colocaremos el nimero por el cual hemos multiplicado.

So6lo nos queda simplificar la fraccion obtenida, si se puede.

Ejemplos:

1p5_ 125100 125 25 5 |1
100 100 20 4 4

0220210 -2 -1

10 10 5
0,004-1000 4 2 1
1000 1000 500 250

0,004 =

8.2.- DECIMAL PERIODICO.

El proceso es mucho mas complejo. La idea inicial es la misma: Intentar eliminar la coma
para poder expresar el decimal como la division (fraccion) entre dos nimeros enteros.

El problema es que, como los decimales periddicos tienen infinitas cifras decimales, al
multiplicar por la unidad seguida de ceros no voy a conseguir eliminar la coma.

La tnica forma de eliminar la coma es restandole al decimal periddico otro nimero que
tenga exactamente la misma parte decimal.

8.2.1.- DECIMAL PERIODICO PURO
Ejemplo:

1,6

Lo resolveremos a través de un proceso algebraico:
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Sea x la fraccion que estoy buscando:
xX= 1,6
Multiplicaremos a los dos miembros de la ecuacion por la unidad seguida de tantos ceros

como cifras tenga el periodo. En este caso, como el periodo tiene una cifra,
multiplicaremos por 10:

10x=16.6

Ahora colocaremos la primera ecuacion debajo de la segunda y restaremos miembro a
miembro:

10x=16,6
xX= 1,8
O9x= 15 (Los dos periodos, al restarse, se anulan completamente)

Despejamos la incognita:

15 5
X=—=—

9 3
Solucién
1,8=§=1z

3 3

(Podemos dividir 5 entre 3 para comprobar que sale bien).

Otro ejemplo:
Buscar la expresion racional del nimero decimal: 0,36.

Sea x la fraccionque busco:
x=0,36

En este caso multiplicaremos por 100 porque el periodo tiene dos cifras.

100x =36,36
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Ahora colocamos las dos ecuaciones, la una debajo de la otra, para restarlas:

100x = 36,36
x= 0,36
9x= 36

Y despejamos la incognita:

L3612 4

99 33 11
Solucion:
0,36 :i
11

8.2.2.- DECIMAL PERIODICO MIXTO.

En este caso multiplicamos por la unidad seguida de tantos ceros como sea necesario para
convertir el decimal peridodico mixto en periddico puro. Procediendo después como en el
caso anterior.

Ejemplo:

Buscar la expresion racional del decimal 0,82

x=082

Multiplicamos por 10 para convertir el decimal periddico mixto en puro:
10-x=82

Ahora multiplicamos otra vez por diez para pasar el periodo a la parte entera:
10-10- x=82,2

Pero como 10-10 = 100

100 - x =82,2

Colocamos las dos ecuaciones con decimales periddicos puros para restar:
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100 x =822
10-x= 8,2
90-x=74

Despejamos la x y simplificamos:

74 37
X=—=—
90 45

Soluciodn:

Qﬁ:ﬂ
45

9.- DOS TIPOS DE NUMEROS PARA UNA MISMA CANTIDAD.

Los niimeros racionales y los nimeros decimales sirven exactamente para representar las
mismas cantidades.

(Por qué contar con los dos sistemas?

Ya hemos comentado que las fracciones tenian dos inconvenientes (su escritura en vertical
y que no estan construidas en base decimal).

(Por qué seguir, pues, empleando las fracciones?

Porque cuando las fracciones originan un decimal periddico, es més exacto el trabajo con
fracciones que con los decimales.

Ejemplo:
6. 10 1_6_2_,
3 13 3 1
1 ~
6-326-0,3zl,9998

10.- FRACCIONES QUE ORIGINAN DECIMALES EXACTOS.

Como 10 =2 - 5, originardn fracciones decimales y, por tanto, decimales exactos todas
aquellas fracciones que, una vez simplificadas, tengan por denominador un multiplo
exclusivo de 2 y de 5.

En el apartado 2.- se trabajaban diez fracciones que se podian pasar a fraccion decimal y
por tanto, a decimal exacto.

Se propone como ejercicio descomponer sus denominadores para comprobar que son
multiplos exclusivos de 2 'y de 5
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Ejemplo a) % 2=2
3 13
Ejemplob) 2—=— 5=5
jemplo b) 57
1 13
Ejemploc) 3-=— 4=2°
jemploc) 37 =~
Ejemplo d) -7 25=
Jemp 25
Ejemploe) —Lt 50 =
Jemp 50
11 311
Ejemplo I5—=——- 20 =
jemplof) 20 20
. 5
Ejemplo g) 3 8=
Ejemplo h) RS 40 =
J<mp 40
Ejemploi) S = 461 200 =
200 200
Ejemplo j) 3 500 =
Jemplo | 500

11.- FRACCIONES QUE GENERAN DECIMALES PERIODICOS.

Son todas las demas, es decir, aquellas que, una vez simplificadas, tienen por denominador
un numero que no es multiplo exclusivo de 2 o/y de 5.

3 6 7 9 11 12 13 14 15 17 18
Se propone al alumno realizar las conversiones de los primeros niimeros racionales a

decimales para observar el comportamiento del periodo, deducir ciertas reglas, extraer
conclusiones ...
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0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0 _
3 6 7 9 11 12
1_ 1 I_ 1 1_ 1
3 6 7 9 11 12
2_ 2_ 2_ 2_ 2 _ 2 _
3 6 7 9 11 12
3_ 3_ 3_ 3_ 3_ 3 _
3 6 7 11 12
4_ 4_ 4_ 4_ 4 _ 4 _
3 6 7 9 11 12
S_ S_ S_ S_ S S
3 6 7 11 12
6_ 6_ 6_ 6_ 6 _ 6
3 6 7 9 11 12
7_ 7_ 7_ 7_ 7 7 _
3 6 7 11 12
8_ 8_ 8_ 8_ 8 _ 8 _
3 6 7 11 12
9_ 9_ 9_ 9_ 9 _ 9 _
3 6 7 9 11 12
10 _ 10 _ 10 _ 10 _ 10 _ 10 _
3 6 7 9 11 12
11 11 1 11 11 11
3 6 7 9 11 12
12 _ 12 _ 12 _ 12 _ 12 _ 12 _
3 6 7 9 11 12
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12.- ;NUMEROS DECIMALES O NUMEROS RACIONALES?
Como ya se ha dicho, ambos niimeros tienen sus ventajas e inconvenientes.
El utilizar un sistema u otro depende de:
1.- La costumbre social:

- Decimos “Deme % de gambas” y no “deme 0,75 de gambas”

- Decimos: “El interés del préstamo es de 10,62%” y no “el interés del préstamo
es 531/50%”

2.- La perfeccion que deseemos al realizar los calculos: Si deseamos mucha exactitud,
emplearemos las fracciones, en lugar de los decimales periodicos.

3.- De la facilidad del calculo: A veces es mas facil operar con unos nimeros que con
otros. Por ejemplo, es mas facil multiplicar por 4 que dividir por 0,25 (siendo el
resultado el mismo, jcompruébalo!).

13.- OPERACIONES CON LOS NUMEROS DECIMALES.

13.1.- SUMA

Para sumar numeros decimales colocaremos la coma debajo de la coma y sumaremos
como si fuesen numeros naturales colocando la coma en el resultado debajo de las comas
de los sumandos.

a)
0,25+3,5=3,75 0,25
+ 3,5
3,75
O,25+3,5=l+1=l+ﬂ=1—5= g=3,75
4 2 4 4 4
b) 4
+ 1,35
4 +1,35 +0,0002 =5,3502 0,0002
5,3502

4+1’35+030002:i+2+ 2 :40000+13500+ 2 :53502:26751:51751
1 20 10000 10000 10000 10000 10000 5000 5000

=5,3502

6,3333
+ 1.5888
7,9221
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6,3 +1,58 ~ 7,9221

63+158=20 4128 270 183 T 58 45
9 90 90 90 90 90

Compara los resultados de esta suma realizada a través de numeros decimales o a través de
numeros racionales.

13.2.- RESTA

Se debe tener la misma consideracion que al realizar la suma: Colocar la doma debajo de la
coma rellenando con ceros cuando no haya cifras decimales.

2 25,00
25-1,75=23,25 - 1,75
23,25
25_175_§_Z=@_1 @+__7=%:231=23,25
1 4 4 4 4 4 4 4
b)
6,25
1,5-6,25=-4,75 ~ 1,50
4,75
l5_625_3_25_6_25_6 -25_-19_ 3
2 4 4 4 4 4 4 4
1,2500
c) —0,3333
_ 0,9167
0,3-1,25~-0,9167

0,§—1,25=%_§=i+—15_ 1

— =—0,916
4 12 12 12

Compara el resultado de la operacion hecha con decimales y con racionales
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13.3.- PRODUCTO

Para multiplicar dos numeros decimales procederemos como si no hubiese comas,
separando en el resultado tantas cifras decimales como tengan entre los dos factores.

a)

0,564 =32
64
0,5
32,0
05-64=.04_04_3)
2 1 2
b)
~1,25-0,125 = —0,15625
0,125
1,25
625
_ ~ 250
J125-0025= 2. Lo T5 - g 15625 125
4 8 32 — 12
0,15625
c)
~1,3-(-9)~11,997
1,333
9
11,997
_13.(-9)==2. 2230y,
3 1 3

Compara ambos resultados

13.4.- COCIENTE.

13.4.1.- Division entre nimeros enteros con resultado decimal.

Este tipo de divisiones ya se han realizado en el apartado 5.-

Se resuelve la division de numeros enteros hasta llegar al ultimo resto parcial
entero. En ese momento se afiade un cero al resto, en el cociente se coloca una
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coma y se divide obteniendo un nuevo resto parcial (ya en décimas). Se afiade otro
cero al nuevo resto parcial y se vuelve a dividir, repitiendo este proceso tantas
veces como haga falta hasta que el resto parcial se haga cero o hasta obtener un
decimal periodico en el cociente.

8 e
20 1,33...
20

2 20

8+6=13

13.4.2.- Division entre un decimal y un entero.

Se empieza a resolver como si no hubiese coma y, justo después de bajar la primera
cifra decimal en el resto parcial, se coloca una coma en el cociente afiadiendo ceros
en los restos parciales hasta que se hagan cero u obtengamos un decimal periddico.

~63,5+2=-31,75
63,5 2
03 31,75
15
—635-2=121 2 T L 21T 4 5 o
2 1 2 2 4

Si el decimal es periddico se hace una aproximacion colocando unas cuantas cifras
decimales. El resultado serd, también, una aproximacion. El resultado exacto se
obtendra al efectuar la operacion con niimeros racionales.

2,4+6~0,407
2,444 6
044 0,407
2

2.6 221 2 11,0

2,21+6 ==
9 6 54 27

9 1

Observa que, aunque las tres primeras cifras decimales coinciden, no asi lo hacen
las demas. En el caso de la aproximacion, se han dejado dos milésimas en el resto.
Si se hubiera seguido trabajando, hubiera generado un 3 periodico. En el caso de la
division por medio de racionales, se ha creado un periodo de tres cifras.

13.4.3.- Division entre un niimero entero y otro decimal.
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En este caso se multiplica al dividendo y al divisor por la unidad seguida de tantos
ceros como haga falta para eliminar la coma en el divisor. A partir de este
momento, se resuelve como en el caso 13.4.1.- (division entre nimeros enteros con
posible resultado decimal).

6 1,25

600 125

1000 4.8
6+125=48 000

En el caso de que el decimal por el que vayamos a dividir sea periddico, se realiza
una aproximacion colocando un determinado nimero de cifras decimales y
despreciando el resto. El calculo exacto vendra al operar con fracciones.

126 +1,16 ~108,07 126 1,166
126000 1166
009400 108,07
- 116 7 116 6 756 007200
126+116=— +—=—.—=""" =108
1 6 1 7 7 0038

13.4.4.- Division entre dos numeros decimales.

Si los dos decimales son exactos se igualan en numeros de cifras decimales
afiadiendo los ceros que sean necesarios en el dividendo o en el divisor. En este
momento se elimina la coma (es como si hubiésemos multiplicado a los dos
términos de la divisiébn por el mismo nimero), procediendo como en el caso
13.4.1.- (division de nimeros enteros).

1,25+0,5=2,5
1,25 0,50
125 | 50
1’25+0,5:§+l:§.gzmzézzl:2’5 250 2,5
4 2 41 4 2 2 00
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En el caso de que alguno de los términos, o los dos, sean decimales periodicos se
hace la aproximacion correspondiente.

0,16 + 0,18 ~0,9163

0,18+0,18=1+3=1-1—1=1—1=o,916
6 11 6 2 12 0,1666 0,1818
16660 1818
2980 0,916
11620
0712

13.5.- POTENCIACION

Para realizar una potencia cuya base es un nimero decimal y cuyo exponente es un numero
natural se opera de acuerdo con la definicion inicial de potencia, teniendo en cuenta los
casos especiales de potencias de exponente 1y 0

(-2,5) =1
(0,725)" =0,725
(-1,4)° =(-1,4)-(-1,4)=196

(0,3)’ =0,3-0,3-0,3=0,027

Cuando el decimal es periddico tenemos que resolverlo por aproximacion, salvo en los
casos de los exponentes 1 y 0 cuya solucion es exacta.
Para evitar la aproximacion en todos los demas casos habra que recurrir a las fracciones.

(17) =1

(-23) =23

(0.6 ~0.666-0,666 =0,443556
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Cuando el exponente es un niimero decimal, se coloca en forma de fraccion y se resuelve
la raiz a la que da origen. (Ver unidad 4 apartado 20.3.- pagina 129)

(0,4)° =(0.4): =3/(0.4)" =3/0,064 = 0,253

13.6.- RADICACION

Las raices mas utilizadas son las de indice 2 —raices cuadradas- con mucha diferencia sobre
las demas, un poco las de indice 3 —raices ctubicas- y muy poco las raices de otros indices.
Hay raices de nimeros decimales cuyo resultado es exacto (decimal exacto o periddico):

30,25 =+0,5

20,25 =2 % = i% =40,5

31/0,296 = 0.6

3/0,296 = i=3=0,8
V27 " 3

Cuando el resultado no sale exacto “a la primera”, entonces ya no va a haber ningun
numero decimal (exacto o periddico) que sea la respuesta a esa operacion. Si no hay
solucion decimal tampoco hay solucidn racional porque ya hemos insistido que niimeros
racionales y decimales son dos formas de escribir una misma cantidad.

Por lo tanto, las raices no exactas dan origen a unos nuevos niimeros que se conocen con el
nombre de IRRACIONALES. ( Los numeros racionales junto con los irracionales forman
los NUMEROS REALES ).

Son numeros reales irracionales:

32 ~1,4142136
33 ~1,7320508

3/5 ~2,236068

Asi como alguno otro que ya conoces como el nimero © cuyo valor no es un decimal
exacto y tampoco un decimal periddico (las cifras decimales no se repiten periddicamente).
Se suelen hacer dos aproximaciones, dependiendo del grado de exactitud que busquemos:
n=~3,14 o bien:
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n~3,1416

Puedes comprobar las cifras decimales que aparecen en tu calculadora y escribirlas aqui:
T~

(es, de nuevo, una aproximacion a su valor).

El estudio de estos numeros es objeto de cursos posteriores.
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PRUEBA DE EVALUACION UNIDAD 5

Alumno/a: Fecha:

Resuelve las siguiente operaciones con numeros fraccionarios y con decimales,
aprovechando los resultados para escribir la solucion exacta.

NUMEROS RACIONALES NUMEROS DECIMALES
1
— 4 — =
3
el
4 8
2.10=
3 e
.
_2\?
5 -
1
3)[— =
27
~0,6+0,83=
0142857 —1,6 =
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ORIENTACIONES GENERALES

1.- INTRODUCCION.

Los numeros decimales se presentan como una nueva forma de escribir los racionales. El
paso de niimero fraccionario a decimal debe hacerse pasando por la fraccion decimal
equivalente. Para ello se eligen las fracciones con denominador adecuado (multiplos
exclusivos de 2 y/o de 5).

So6lo una vez encontrado por este sistema la expresion decimal de los fraccionarios
propuestos, debe darse el paso con el resto de los fraccionarios, es decir, aquellos que no
pueden ser pasados a fraccion decimal.

2.- NUMERO FRACCIONARIO Y COCIENTE ENTRE LOS TERMINOS DE LA
FRACCION.

Trabajamos esa identificacion que ya se apuntaba en la unidad anterior.

Ademas se realiza el algoritmo de la division sacando decimales y razonando el proceso (la
gran mayoria de los alumnos deben controlar este tipo de divisiones).

Una vez visto este proceso se plantea este método como el unico posible para buscar la
expresion decimal de los numeros fraccionarios que no tienen fraccion decimal
equivalente.

Posteriormente se generaliza el método para todos los nimeros fraccionarios.

3.- DE DECIMAL PERIODICO A FRACCION.

El método que se propone es el mas util desde el punto de vista matematico, (se adelantan
conceptos y procedimientos algebraicos que se trabajaran mas adelante).

El método tradicional no se ve porque no tiene ningin interés didactico. Solamente
convendrd hablar de ¢él si algiin alumno lo conoce y recuerda.

4.- EXACTITUD Y APROXIMACION.

Los numeros decimales periddicos son un buen argumento para trabajar el concepto de
precision y aproximacion. En la Unidad se ven varios ejemplos. No estd de mas trabajar
con los alumnos ejemplos de la vida cotidiana que requieran gran precision en los célculos
y otros en que no, para ver la necesidad o no de trabajar con decimales periddicos o con
sus fracciones equivalentes.

5.- PASAR LOS PRIMEROS NUMEROS FRACCIONARIOS A DECIMALES.

El ejercicio propuesto en la unidad (apartado 11.- pagina 162),es muy interesante. Se puede
hacer con calculadora. El alumno debe preocuparse inicamente de escribir correctamente
el resultado de la pantalla.

A este respecto sefialar el posible uso de aproximaciones al presentar los datos en la
pantalla que algunas calculadoras hardn con aquellos decimales periddicos cuyo periodo
sea superior a 5.

Por ejemplo: Al pasar 7/6 a decimal, la calculadora puede presentar el
decimal: 1,1666667

El alumno debe conocer que lo que hace la calculadora es presentar esa
aproximacion al ser la cifra 6 mayor que la cifra central, es decir, 5.
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No todas las calculadoras hacen estas aproximaciones. Ver cudles de las que
hay en la clase lo hacen y cuales no. Independientemente de las
aproximaciones, el alumno debe saber ver el resultado exacto.

6.- OPERACIONES CON DECIMALES.

No tienen mayor misterio. El interés de esta parte de la unidad estd en ver como las
operaciones se pueden hacer con los dos sistemas y esto, cuando los nimeros son
periodicos, provoca pequefias diferencias en los resultados.

SOLUCIONES

Actividades propuestas en la pagina 16:

25=5°
50= 257
20= 275
8= 23
40=2°-5
200= 27 .57
500 = 27.5°
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L 9.y

3 6

1 - -
~=03 ~=0,16
3 6
g=0,8 3:03
3 6

3. 3y
3 6
Y05 o6
3 6
é:1,6“ §=0,8§
3 6
6_, 6,

3 6
Z:z,ﬁ 1_1,16
3 6
§:2,8 813
3 6

%3 %15
3 6
£=3,§ m=1,8
3 6
E=3,8 E=1,83
3 6
12_, 12_,
3 6

%:0,142857

%: 0,285714

% =0,428571

gz 0,571428

% =0,714285

g: 0,857142

<2

§=1,142857
7

J =1,285714
7

g =1,428571

1—1=1,571428
7

% =1,714285

=0,63
3 =0,72
11

=0,81

E=0,9O
11

—=0,916

12
12
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NUMEROS RACIONALES NUMEROS DECIMALES

—-1,25-(-0,125)=-1,25+0,125=-1,125

3.0.3.10_30_ 0.6-10=6
5 577 5
3.g.3.8.31_3 0,75+ 8 =0,09375
4 471 48 32
2
-2y =2 -2_4 (~0,6)* =(~0,6)-(~0,6)=0,4
3 3 3 9
Jr V1 300,037 =0.3
7 327 3
2 5 —4 5 1] o
36 6 6 6

7 3 21 21 21 21

0,142857 —1,6 = —1,523809
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UNIDAD 5 SOLUCIONES CONTROL DE CONOCIMIENTOS PREVIOS

1.- ; Sabes lo que significan los datos de la pantalla de esta calculadora ?
Es la forma que tiene la calculadora de escribir

13

5

(Y los datos de esta otra ?
Es la forma de simplificar la fraccion anterior:

b Yo
5

Lo o
2.- ;, Sabes como se puede escribir 5 de forma no fraccionaria ?
0,5

3.- {, Qué numero es mayor: 1,5 6 1,125 ?
L5

4.- ; Te suenan de algo los decimales periddicos ?
Son aquellos numeros cuyas cifras decimales se repiten infinitamente

5.- En la pantalla de una calculadora aparece:
Al multiplicar a esa cantidad por 3 ; qué crees que va a salir ?
Puede salir 3,9999999 o también: 4

6.- ;, Sabrias hacer “de cabeza” ?:
8+0,25=
0,25 es equivalente a Y
Y dividir equivale a multiplicar por el inverso
Elinverso de Y es 4
8§ + 025 = 8-4 = 32

7.- { Por qué nimero habria que multiplicar al 10 para que saliera 5 ?
Por 0,5

8.- (, Sabes que diferencia hay entre décima y decena ?
Diez decimas completan una unidad
Diez unidades completan una decena

9.- ;, Conoces algiin nimero decimal que sea exactamente igual a un niimero natural ?

1,9=2

10.- ;, Por qué numero habria que dividir a 4 para que saliera 8 ?

Por 0,5
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O J o U1 b W DN K

O

10
11
12
13
14
15
16

177
5 Actividades de Estrategia

18
19
20
21
272
23
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ACTIVIDAD N°1

CUADRADO MAGICO

Coloca las cifras del 1 al 9 en cada una de las casillas de manera que sumen 15 en
horizontal, en vertical y en diagonal.

s 1 1 ]

Logicamente como hay 9 casillas, cada nimero ocupa una casilla. No se pueden repetir los

numeros y todos los nimeros deben ser usados.
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CUADRADO MAGICO 2

Una vez obtenida tu solucioén, vamos a intentar hallar todas las soluciones posibles:

Coloca tu solucién en este cuadro: Escribe aqui la simetria de la 1.-
1.- 5.-

Gira 90° la solucion anterior: Escribe aqui la simetria de la 2.-
2.- 6.-

Gira 90° la solucién anterior: Escribe aqui la simetria de la 3.-
3.- 7.-

Gira 90° la solucion anterior: Escribe aqui la simetria de la 4.-
4.- 8.-

Comprueba con tus compafieros que ya no hay mas soluciones.
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CUADRADO MAGICO 3

Escribe aqui las 9 cifras que has empleado en el cuadrado anterior:

(Qué observas?

1.- ;Quién ocupa la posicion central?

2.- {Cuanto suman los dos extremos?

3.- (Cuanto suman el segundo y el pentltimo?
4.- ;Y el tercero y el antepenultimo?

5.- (Y el tercero y el séptimo?

6.- /Y el cuarto y el sexto?

Te proponemos ahora otro cuadrado mégico.
Esta vez vas a colocar los nueve primeros numeros pares empezando por el 0.

O sea, tienes que colocarel 0, el2, el4, el6, el 8, el 10, el 12, el 14 yel 16.

¢, Cuanto sumaran ahora?

(Como podriamos resolverlo aprovechando la solucion anterior?

(Qué otros numeros podriamos proponer para colocar?
(Cuanto sumarian?

Si ya conoces los nimeros negativos, se podria proponer colocar del —4 al 4:
—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,y4

(Cuanto sumarian las filas y columnas?
Escribe aqui una solucion:
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ACTIVIDAD N° 2

CRIPTOGRAMA N° 1

Sustituye cada una de las letras por una cifra de tal manera que la suma funcione bien.

0] IN| [C] E

+ N| |U| |[E| |V| |E

Se cumple también que la suma de los valores de las cifras de la palabra “VEINTE”
suman 20:

IV+E+1+N+T+E=20|

Légicamente una letra concreta tiene el mismo valor en todas las posiciones en las que
aparezca.
Dos letras distintas tienen que tener valores distintos.

Angel Ricardo Puente Pérez 182



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

CRIPTOGRAMA N°1

PROCESO LOGICO PARA SU SOLUCION

Vamos a intentar seguir un proceso ordenado y logico para resolver el criptograma y, de
paso, ver todas las soluciones posibles, en el caso de que haya mas de una.

1°.-

E+E=E

O bien,
E+E=E+10

(Qué tnica cifra cumple la primera (la segunda es imposible) condicion?

Supongo que ya has averiguado que E=

2°.- /Qué¢ valor puede tener V?

Logicamente es “la que nos llevamos” después de sumar la columna anterior. ;Cuanto “nos
podemos llevar” como maximo en una suma de dos sumandos?

Los sumandos anteriores, €ste no es el caso, como maximo pueden ser 9. Asi9+9=__
Luego nos llevariamos y ya sabemos que

V:

3°.-

Evidentemente éste no era el caso porque en la columna anterior s6lo habia un sumando, la
N; luego como hemos visto que como méaximo en una suma de dos sumandos nos podemos

llevar  y al afiadirsela a N nos llevamos una a la columna siguiente ... El unico valor
posible de N es . Asi:

N =
4°.-

Ahora sustituye estas tres letras por sus valores:
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Veamos lo que tenemos ahora:

c]+ [ ]=[T]
Porque no nos llevamos ninguna.

o]+ [u]=1[1 ]+ 10
Porque nos llevamos una

L]+ [T]=

Porque  + + I + + T + = 20

Ahora tacha las cifras que ya hemos empleado:

o [t [2 [3 4[5 [6 [7 [8 [9 ]

Y vemos las que disponemos para las letras: C, T, O, U e I

5°.-
Ahora con las cifras libres hacemos las suposiciones:

1* suposicion:
Lalvale  porlotantolaTvale ylaCvale
Cifras libres:

0 11 ]2 [3 ]4 [5 6 [7 [8 |9 |
Como O + U serd . Vemos que con las cifras libres no se puede conseguir.

2" suposicion:
Lalvale  porlotantolaTvale ylaCvale
Cifras libres:

0 [1 12 ]3[4 [5 J6 |7 [8 [9 ]
ComoO + U sera  .LaO puede valer ylaU
Y obtenemos las primera solucion:

0 = U =

Pero también puede ser al revés:
0 = U =

La suposicion ha funcionado y nos ha proporcionado dos soluciones cuando:

I = T = C =

Ya habriamos acabado pero continuamos por si encontramos alguna otra solucion.
3? suposicion.

Lalvale  portantolaTvale ylaCvale
Cifras libres:

o [t [2 13 4[5 [6 [7 |8 [9 ]

ComoO + U serad Vemos que con las cifras libres no tenemos ninguna posibilidad.
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4" suposicion.

I =  yentonceslaTvale  jIMPOSIBLE!
5% suposicion.

I =  yportantola T vale ylaCvale
Cifras libres:

0 [1 [2 [3 4[5 [6 |7 [8 [9 ]

ComoO + U seria . Con las cifras libres esto no se puede conseguir.

6" suposicion.
I =  yportantoT =  yC =
Cifras libres:

0 Jt ]2 3 ]4 [5 J6 [7 [8 |9 |
ComoO + U seria  Con las cifras libres esto no se puede conseguir.

7" suposicion.
I = yportantoT =  yC = ;IMPOSIBLE!
jEsta cifra ya est4 empleada!

FIN

Conclusion:
Hemos obtenido dos soluciones:

PRIMERA SOLUCION

SEGUNDA
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OTROS CRIPTOGRAMAS

Si te ha gustado la actividad anterior puedes atreverte con estos otros dos criptogramas. De
paso practicas un poco el inglés.

El primero es el mensaje que un hijo, viviendo lejos de su casa, le manda como despedida
en una carta a su madre:

S| |[E| [N| |D

El segundo es la respuesta de su madre:

M| O] IN| [E| Y

Légicamente son dos criptogramas distintos. Los valores de las letras del primero no tienen
nada que ver con las del segundo.

Angel Ricardo Puente Pérez 186



Matematicas 5° Educacion Basica de Personas Adultas

ACTIVIDAD N° 3

UN PROBLEMA DE VASOS Y AGUA

Se tienen dos vasijas. La primera, cuando esté llena, contiene 9 litros y la segunda, también
cuando esta llena, contiene 4 litros.

Queremos medir exactamente 1 litro.

(Como lo podemos hacer?

Cuando lo hayas conseguido comenta tu solucidon con la de tus compafieros y comprobar
quién ha conseguido el resultado de forma mas sencilla.
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SEGUIMOS CON EL AGUA

Ahora queremos medir 1 1., 2 1., 3 1., 4 1., ... hasta 13 litros que es lo maximo que se puede
conseguir teniendo las dos vasijas llenas.

Vamos a ayudarte a representar ordenadamente tus movimientos:

Vasija | Vasija |Consigo medir..

de91. |de4l.
Al principio las dos vasijas estan vacias 0 0
Lleno la vasija grande 9 0 9
Con la grande lleno la pequefia 5 4 5 4
Tiro el contenido de la pequeiia 5 0
Con la grande lleno la pequefia 1 4 1

Contrasta tu solucion con la de tus compafieros y comprueba quién lo ha conseguido con
un menor nimero de movimientos.

Si te ha gustado el problema:

Ahora las dos vasijas miden 10 y 7 litros respectivamente. Se trata de conseguir medir
desde 1 litro a 17. (Es posible?
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ACTIVIDAD N° 4

UN PROBLEMA DE CUATROS

En una ciudad de cuatro casas vivian cuatro matematicos que cada cuatro dias se reunian
los cuatro, durante cuatro horas, en torno a una mesa de cuatro patas para resolver
problemas sobre cuatros.

Este fue el problema planteado en la ultima reunion: Utilizando 4 cuatros y las cuatro
operaciones elementales, debes obtener todas las cifras significativas.

A pesar de que caian cuatro gotas y de que el primer matematico tuviese s6lo cuatro pelos
en la cabeza y llevase boina para no mojarse, no tardé mas de cuatro segundos en resolver
este curioso problema.

[Serias tu también capaz?

Nota: Deben emplearse para cada cifra cuatro cuatros (no vale tres, ni dos,...) y alguna de
las cuatro operaciones.

Ejemplo:
Para obtener la primera cifra, el 0:

44 — 44 =0
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AHORA, UN PROBLEMAS DE TRESES

Cuando hayas conseguido resolver el problema de los cuatro cuatros quiza con la ayuda de
tus compaieros, te planteamos el mismo problema: Conseguir las diez cifras significativas
pero esta vez empleando cuatro treses.

Procura rentabilizar el esfuerzo que has hecho en el problema anterior.

.Y CON CUATRO CINCOS?

(Se puede conseguir también con cuatro cincos?
jAdelante!
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ACTIVIDAD N° S

CUESTION DE ORDEN

El mazo de las 40 cartas de la baraja espafiola vueltas boca abajo.

Se coge la primera carta que estaba boca abajo. Se levanta. Es el as de oros. Se deja aparte.
La segunda carta del mazo se coloca, sin mirarla, debajo del todo el mazo.

Se coge la tercera carta del mazo. Se levanta. Es el dos de oros. Se coloca encima del as.
La siguiente carta del mazo se coloca, sin mirar, debajo de todo el mazo.

Se coge la siguiente carta del mazo. Se levanta. Es el tres de oros. Se coloca encima del
dos.

La siguiente carta del mazo se coloca, sin mirar, debajo de todo el mazo.

Y asi sucesivamente.

Levantando una carta y colocando debajo del mazo la carta siguiente se va deshaciendo el
mazo saliendo todas las cartas de forma ordenada. Primero las 10 cartas de un palo, luego
las diez cartas de otro palo, luego las del tercer palo y, finalmente, las diez cartas del
ultimo palo.

El problema consiste en ser capaz de ordenar las cartas para que este proceso salga bien.
Como pista: En lugar de hacerlo con las 40 cartas, se puede empezar con un solo palo, es

decir, diez cartas.
Cuando ya seas capaz de hacerlo con diez cartas, inténtalo con 20 ...
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SOLUCIONES A LAS ACTIVIDADES DE ESTRATEGIA

(O8]
~

2.-
413
9151
217

3.-
2094
715]3
6118

e
N
\O
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1

6

3

S

7

4

9

2
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6.-
8134
1159
61712

7.-
4192
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Escribe aqui las 9 cifras que has empleado en el cuadrado anterior:

(1 12]3]4][5]6]7[8]9]

{Qué observas?

1.- {Quién ocupa la posicidn central? El S5
2.- (Cuanto suman los dos extremos? 10
3.- (Cuanto suman el segundo y el pentltimo? /0
4.- Y el tercero y el antepenultimo? 10
5.- (Y el tercero y el séptimo? 10
6.- /Y el cuarto y el sexto? 10

Te proponemos ahora otro cuadrado magico.
Esta vez vas a colocar los nueve primeros numeros pares empezando por el 0.
O sea, tienes que colocarel 0, el2, el4, el6, el 8, el 10, el 12, el 14 yel 16.
{, Cuanto sumaran ahora?
Puessera: 0 + 16 + 8§ = 24
{Como podriamos resolverlo aprovechando la solucion anterior?

123451671819
012141618 )110]112]14]16

Bien, simplemente cambiamos el 1 por el 0, el 2 por el 2, el 3 por el 4, el 4 por el 6, el 5 por el 8, el
6 porel 10, el T porel 12, el 8 por el 14, el 9 por el 16

8| 1]6 140 |10
31517 418 |12
41912 6 |16 2

(Qué otros numeros podriamos proponer para colocar?

Por ejemplo los primeros impares: 1, 3, 5, 7,9, 11, 13, 15y 17

O los primeros multiplos de cinco: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35y 40
(Cuanto sumarian?

En el caso de los primeros impares: 1 + 17 + 9 =27

En el caso de los primeros multiplos de cinco: 0 + 40 + 20 = 60

Si ya conoces los numeros negativos, se podria proponer colocar del —4 al 4:
-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,y4

(Cuénto sumarian las filas y columnas? -4 +4+0=0

Escribe aqui una solucion:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
-41-3|-21-1]10 1 2 3 4

81116 3|41
3157 21012
4192 —1| 4|3
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ACTIVIDAD 2:CRIPTOGRAMA N° 1

PROCESO LOGICO PARA SU SOLUCION

Vamos a intentar seguir un proceso ordenado y logico para resolver el criptograma y, de
paso, ver todas las soluciones posibles, en el caso de que haya mas de una.

1°.-

E+E=E

O bien,
E+E=E+10

(Qué tnica cifra cumple la primera (la segunda es imposible) condicion?

Supongo que ya has averiguado que E=10

2°.- /Qué¢ valor puede tener V?

Logicamente es “la que nos llevamos” después de sumar la columna anterior. ;Cuanto “nos
podemos llevar” como maximo en una suma de dos sumandos?
Los sumandos anteriores, €ste no es el caso, como maximo pueden ser 9. Asi9+9 =18

u vari u
Luego nos llevariamos 1 a sabemos que

V=1

3°.-

Evidentemente €ste no era el caso porque en la columna anterior s6lo habia un sumando, la
N; luego como hemos visto que como méaximo en una suma de dos sumandos nos podemos
llevar / y al anadirsela a N nos llevamos una a la columna siguiente ... El tnico valor

posible de N es 9. Asi:
N=9
4° -
Ahora sustituye estas tres letras por sus valores:
o] |N C E
9 0
+ N U E \4 E
9 0 1 0
\% E | N T E
1 0 9 0

Veamos lo que tenemos ahora:
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[c |+ [1]=[1]
Porque no nos llevamos ninguna.

o]+ [ul=1[1 ]+ 10
Porque nos llevamos una

1]+ [T]= 10

Porque /7 + 0+ 1 +9+ T + 0 = 20

Abhora tacha las cifras que ya hemos empleado:

o[ 12 J3 4[5 J6 |7 [8 [0 ]

Y vemos las que disponemos para las letras: C, T, O, U e I

5°.-
Ahora con las cifras libres hacemos las suposiciones:

1? suposicion:
Lalvale 2 porlotantolaT vale 8§ ylaCvale 7
Cifras libres:

L [ [0 [3 [4 s [6 [/ [0 [0 ]
Como O + U serda /2 . Vemos que con las cifras libres no se puede conseguir.

2% suposicion:
Lalvale 3 porlotantolaT vale 7 ylaCvale 6
Cifras libres:

L [t 2 [ Jafs o [7 [8]0]
ComoO + U serd /3 .LaOpuedevaler § ylaU 5
Y obtenemos las primera solucion:

O0O=8 U=35

Pero también puede ser al revés:
0O=5 U =8

La suposicion ha funcionado y nos ha proporcionado dos soluciones cuando:

I =3 T=7 C =6

Ya habriamos acabado pero continuamos por si encontramos alguna otra solucion.
3? suposicion.

Lalvale 4 portantolaT vale 6 ylaCvale 5
Cifras libres:

o [ d2 3 [+ 5 JoJ7 [8 [0 ]

Como O + U sera /4 Vemos que con las cifras libres no tenemos ninguna posibilidad.
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4" suposicion.
I = 5 yentonces laT vale 5 jIMPOSIBLE!

5% suposicion.
I = 6 yportantolaT vale 4 ylaC vale 3
Cifras libres:

o [ l2 [0 e s o 7 18 [0 ]

Como O + U seria /6 . Con las cifras libres esto no se puede conseguir.

6" suposicion.
I =7 yportantoT =3 yC =2
Cifras libres:

o [ [2 [0 [4 s Je [V [8 [0 ]
Como O + U seria /7 Con las cifras libres esto no se puede conseguir.

7% suposicion.
I =8 yportantoT =2 yC = [ ;IMPOSIBLE!
iEsta cifra ya esta empleada!

FIN

Conclusion:
Hemos obtenido dos soluciones:

PRIMERA SOLUCION 0 N C E
8 9 6 0

+ N U E \Y4 E

9 5 0 1 0

\Y E I N T E

1 0 3 9 7 0

o| [N C E

SEGUNDA 5 5 G 0
+ N U E \Y E

9 8 0 1 0

=
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OTROS CRIPTOGRAMAS

La tnica solucion del primero de este grupo es la siguiente:

S| [E] [N} [D
9] 5] [6] [7
M [o] [R} [E]
2] o] [8] [5
M o] [N} [E] [V
1] o] [e] [5] [2

El siguiente tiene muchas soluciones, 24 o ;alguna otra mas?, que se corresponden con las

siguientes en cada una de las cuales se puede intercambiar el valor de las letras Py L

iy 5| 7] [E] & O
4] 1] 6] [2] [3]

+ 1 [f] [ 5

18] 6] 4] 4]

M [o] [N [E] [

S o) [2] [6] 7]

2 5| [0 [€] & [D
2] 4] (8] 6] 7]

+ 1 [ [

51 8] 2] 2]

M [0 [N [E] [

31 0] (8] 6] 9]

. s [7] [F] & O
1 4] 9] (8] L6]

+ 1 [f] [ [5

S U U U

M [0 [N [E] [J]

2] [o] [8] [9] [7]
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4 s] [p] [E] [N] [D]
7] (3] [9] [8] [«

+ L] [E] [s] [S]

6 [9] [1] [1]

™M [0o] [N] [E] [Y]

2] [o] [8] [9] [5]

5 s] [p] [E] [N] [D]
5] 2] [3] [7] 9]

+ L| [E] [s] [s]

8] [3] [5] [5]

™M [0o] [N [E] [Y]

6 [0 [7] [3] [4

6* s] [] [E] [N] [D]
6] 1] [2] [5] [8]

+ L| [E] [s] [s]

9] [2] [6] [6

™M [o] [N] [E] [Y]

7] [o] [5] [2] [4

a -
7 s] [?] [E] [N] [D]
6] 3] [2] [5] [«

+ L| [E] [s] [s]

8] [2] [6] [6

™M [0o] [N [E] [Y]

7] 1] [5] [2] [0

8 s] [p] [E] [N] [D]
5] (3] [4] [9] [2

O E [

8] [4] [5] [5]

™M [o] [N] [E] [Y]

6] (1] [9] [4] [7
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92 s] [p] [E] [N] [D]
7] (5 [8] [6] [9

+ L] [E] [s] [S]

7 (8] 1] [

™M [o] [N [E] [Y]

2 3 [6] [8] [0

. s] [p] [E] [N] [D]
10 8| (6] [o] [1] [«
+ L| [E] [s] [s]

7 o] [8] [8

™M [0o] [N [E] [Y]

9 31 [1] [0 [2

11 s] [p] [E] [N] [D]
2 (6 [7] [4] [

+ L| [E] [s] [s]

5 (7] [2] [2

™M [o] [N] [E] [Y]

3 5[4 7 [T

12° s| [p] [E] [N] [D]
8] (7] [o] [1] [&

+ L| [E] [s] [s]

5 (o] [8] [

™M [0o] [N [E] [Y]

9 2] [1] [o] [«
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ACTIVIDAD 3 : UN PROBLEMA DE VASOS Y AGUA

Vasija | Vasija |Consigo medir..
de91. |de4l.
Al principio las dos vasijas estdn vacias 0 0

Lleno la vasija grande 9 0 9
Con la grande lleno la pequefia 5 4 5 4
Tiro el contenido de la pequeiia 5 0

Con la grande lleno la pequena 1 4 1
Vacio la vasija pequefia 1 0

Paso el agua de la vasija grande a la pequeiia 0 1

Lleno la vasija grande 9 1 10
Con la vasija grande lleno la pequena 6 4 6
Vacio la vasija pequeia 6 0

Lleno la vasija pequefia con la grande 2 4 2
Vacio la vasija pequeia 2 0

Paso el agua de la grande a la pequeiia 0 2

Lleno la vasija grande 9 2

Con la grande acabo de llenar la pequefia 7 4 7 11
Vacio la vasija pequeia 7 0

Con la vasija grande lleno la pequenia 3 4 3
Tiro el agua de la vasija pequefia 3 0

Paso el agua de la grande a la pequeiia 0 3

Lleno la vasija grande 9 3 12
Con la vasija grande acabo de llenar la pequena 8 4 8
Acabo de llenar la grande 9 4 13
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EL OTRO PROBLEMA DE VASOS Y AGUA

Vasija | Vasija |Consigo medir..

de 101 |de 7 1.
Al principio las dos vasijas estdn vacias 0 0
Lleno la vasija grande 10 10

Con la grande lleno la pequefia

Tiro el contenido de la pequeiia

Paso el agua de la grande a la vasija pequeiia

Lleno la vasija grande

Con la grande lleno la pequena

Tiro el agua de la vasija pequefia

Paso el agua de la vasija grande a la pequeiia

Lleno la vasija grande

Con la vasija grande lleno la pequeia

Tiro el agua de la vasija pequeiia

Con la vasija grande lleno la pequeia

Tiro el agua de la vasija pequeiia

Paso el agua de la vasija grande a la pequena

Lleno la vasija grande

Con la vasija grande lleno la pequenia

Tiro el agua de la vasija pequefia

Paso el agua de la grande a la vasija pequeiia

Lleno la vasija grande

Con la vasija grande lleno la pequenia

Tiro el agua de la vasija pequefia

Lleno con la grande la vasija pequefia

Tiro el agua de la vasija pequena

Paso el agua de la vasija grande a la vasija pequena

Lleno la vasija grande

Con la vasija grande lleno la pequenia

Tiro el agua de la vasija pequena

Paso el agua de la vasija grande a la pequefia

Lleno la vasija grande 14

—_ | — — — — — —
ooo-b-boo»—n-oooooomu]oot\)l\)\oooooxoxooww
NP IOINP (= OINO I[N NO|INQA(NINIOIQOC (AN O|N[W|WwWOo IO
S
N

17

Lleno la vasija pequefia
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ACTIVIDAD 4 : UN PROBLEMA DE CUATROS

Estas pueden ser alguna de las soluciones:

Para obtener el 0:

44-44=0
44
4 4

Para obtener el 1:

ENIIEN

A
4

Para obtener el 2:

_+i:2
4 4

Para obtener el 3:

4+4+4
4

3

Para obtener el 4:

44 44

(4-4)-4+4

Para obtener el 5:

Para obtener el 6:
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4+ﬂ:6
4

Para obtener el 7:

2 4=7

4r4-2_7
4

Para obtener el &:

4
4+4).2=8
asa) 2

(4+4+4)-4

Para obtener el 9:

4+4+i=9
4

Ya habriamos acabado pues el problema plantea “obtener las cifras significativas”, es
decir, del 0 al 9, pero se podria continuar:

Para obtener el 10:

44-4_
4

¢, Se podria obtener el 11?, ; y el 12 ? ;qué otros niimeros se pueden obtener?
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LOS CUATRO TRESES

Una forma de rentabilizar las estructuras anteriores es cambiar los cuatro por treses y ver
qué cifras se obtienen:

33-33=0

_+§:2
3 3

3+3+3
3

3

Hasta aqui ha sido indiferente la utilizacion del 4 o del 3: El resultado ha sido la misma
cifra.

373 1323
3

(3-3)-3+3=3
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3 33
3

3+3-——=5

(3+3)-==6

W | W

(3+3+3)-3=6

3+3+E=7
3

33—3:10

Nos ha quedado el 9 sin conseguir. Recordar que lo que hemos hecho ha sido sustituir en
las expresiones del primer problema, el 4 por el 3, dejando las mismas operaciones. No
hemos tenido que “rompernos mucho la cabeza”.
Conseguir la cifra que nos falta no es muy dificil:

3.3+(3-3)=9

3.3.329
3
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No se consiguen todas las cifras, ;0 quiza si?

55-55=0
—+—-=2
5+5+5:3
5

5

55+5:6
5
542134
5
5+5—§—9
5

55—5:10

5

Angel Ricardo Puente Pérez
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ACTIVIDAD 5 : UN PROBLEMA DE ORDEN

La presente actividad es, sin duda, la mas dificil de las propuestas en este proyecto. Sin
embargo, es una de las mas ricas en cuanto a capacidad para generar procesos
individualizados de respuesta.

Recomendamos encarecidamente que el profesor se enfrente a la resolucion de la actividad
antes de seguir leyendo estas paginas. S6lo después de intentar resolverlo por nuestra
cuenta nos daremos cuenta de la dificultad del problema.

Para empezar, el profesor debera hacer delante de todos los alumnos el juego con todo el
mazo . Esta es la ordenacion de las 40 cartas:

Se han indicado con diferentes colores los diferentes palos de la baraja.
Fucsia para oros

Rojo para copas

Azul para espadas

Verde para bastos

Las letras S C y R indican la sota, el caballo y el rey.

PROCESO DE RESOLUCION

Es facil ver que al principio una carta debe ser separada por otra de su contigua.
Asi los dos primeros palos van alternativamente colocados

2134 5|67 (8]9]10[11]12]13|14]15]16|17[18]19|20

2 3 4 5 6 7 S C R

21122123 (2425|2627 128|29[30|31[32[33|34|35]|36(37[38/39]40

1 2 3 4 5 6 7 S C R

El siguiente palo hay que colocarlo dejando también una carta en medio de cada dos
consecutivas. La clave es saber que esa carta que hay que dejar en medio debe ser un hueco
puesto que las posiciones de los oros y de las copas ya no estan en el mazo (han ido
saliendo antes).

Asi la tltima carta de copas (el rey) ha sido colocado en la posicion 39
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Hueco:
Primer espacio vacio:
Hueco:
Primer espacio vacio:
Hueco:
Primer espacio vacio:

Posicion 40
Posicion 2
Posicion 4
Posicion 6
Posicion 8
Posicion 10

El as de espadas: 1
El dos de espadas: 2

El tres de espadas: 3

Se ve facilmente que el tercer palo se coloca cada 4 posiciones.

El mazo queda asi

21314516 819 110111121314 [15]16[17][18]19]20
1]1]2 312 51316 71418 C|S|R
21122123124 |25|26|27|28|29|30|31|32|33|34|35|36|37|38|3940
1162 317 5/S |6 7 |C|S CIR |R

El ultimo palo es el que mas vueltas da.
La ultima carta de espadas, el rey, ha sido colocada en la posicion 38

Hueco:
Primer espacio vacio
Hueco:
Primer espacio vacio
Hueco:
Primer espacio vacio
Hueco:
Primer espacio vacio
Hueco:
Primer espacio vacio:
Hueco:

Posicion 40
Posicion 4

Posicion 8

Posicion 12
Posicion 16
Posicioén 20
Posicion 24
Posicion 28
Posicion 32
Posicion 36
Posicion 40

El as de bastos: 1

El dos de bastos: 2

El tres de bastos: 3

El cuatro de bastos: 4

El cinco de bastos: 5

Como se acaba el mazo y hay que volver a empezar rellenando los huecos, escribimos el
resultado hasta el momento:

1 234 [5]6|7[8[9]10]11[12]13[14]15]16/|17]18[19]20
1121324 513|627 ]4]|S C|5S5|R|3
212223 |24|25|26|27 28293031 [32[33[34[35]36|37|38]39]40
11612 317 415|S |6 7/IC|S|5]CIR |R

Primer espacio vacio: Posicion 8 El seis de bastos: 6

Hueco
Primer espacio vacio:
Hueco:
Primer espacio vacio:

Posicion 16
Posicion 24
Posiciéon 32
Posicion 40

Se ha vuelto a acabar el mazo.

Escribimos el resultado hasta el momento:
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213145167 [8]9]10[11]12]13|14]15]16|17]18]19]20
121|132 |4]6|]5|3[6]2|7[4]S C|S|R|3
2112223 |24[25]26|27[28[29|30[31(32|33[34|35]36|37|38[39]40
116273 |7[4]4|5|S |6 7/1C | S|S5|CIR|R|[S
Seguimos:
Hueco: Posicion 16
Primer espacio vacio: Posicion 32 El caballo de bastos: C
Volvemos a dar la vuelta:
11234516789 |10[11[12]13[14[15]16]17|18[19]20
12132 |4]6|]5|3]|]6]2|7[4]S C|S|R|3
2112212324 [25]26|27[28[29|30[31(3233[34|35]/36|37|38[39]40
116[2]7]3|7]4]4|5[S|]6|C|T7|C|S|5|C|R|R|S
Hueco: Como ya solo queda una carta es el rey de bastos: R
112314516789 10[11[12]13]14[15]16]17[18]19]20
1]1]2]1(3]2][4]|]6|5]3|]6[2]|7|4|S|R|C|5|R]|3
21122(23|24[25]26|27[28[29|30[31(3233[34|35[36|37|38[39]40
1162713744 |5[S]6|C|T7T|C|S|5|CIR|R|S

112134

(9]

6

-

819110

1 121314516789 ]10[11]12]13]14(15]16|17]18[19]20
1 2 3 4 5 6 7 S C R
1 12131456789 ]10|11]12]13|14|15]16|17|18|19]20
111]2 3124 513]6 71418 C|S5|R
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213145167 [8]9]10[11]12]13|14]15]16|17]18]19]20
126|324 5131617171418 C|5|R|S
21314 |5[6|7 (891011 ]12[13]14[15]16]17|18]19[20
1]1[2]6]3[2)4 513]6|7]7]4|S|C|C|5]|R|S
12|34 [5]6[7[8[9]10]11[12]13[14]15]16/|17]18[19]20
1/2]6[3|2|4|R|5|3|6[7]|7|4]|S|C|C|5|R]|S
O con tres palos:

11231451678 ]9][10]11]12]13]14]15

2 3 4 5 6 7 S

1617 181920 [21[22]23]|24[25[26[27[28]29]30

C R 1 2 3 4 5

112 [3[4[5]6|7]8]9][10]11]12]13]14]15

11612 31714 5[S]6 71C|S

1617 [ 181920 [21[22]23]|24[25[26[27[28]29]30

C|/R|R 17112 3124 513

1123451678 ]9][10]11]12]13]14]15

11612 3171414 |5]|S]6 71C|S

16 17 181920 [21[22]23]|24[25[26[27[28]29]30

5|C|R|R 112632 ]4 5(3

1123451678 ]9][10]11]12]13]14]15

1162737144 [5]|S]6 71C|S

1617 181920 [21[22]23]|24[25[26[27[28]29]30

S5/IC|IR|IR|S|1|1]2|6|3|2]|4 5|3

11234516789 (10(11]12]13]14]15

1162737414 ]|5|S]6]C|T7]C]|S

16 17 181920 [21[22]23]|24[25[26[27[28]29]30

S|ICIR|R|S|1|1|2|6|3|2|4|R|5]|3
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